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Vorwort

Liebe Leserin, lieber Leser, willkommen in einer Welt, in der alles gleichzeitig passiert. Da
die Veranstaltung Theorie der Parallelen und Verteilten Systeme heifit, geht es eher (wenn
auch nicht ausschlieflich) um die Theorie hinter zum einen parallelen Systemen und zum
anderen verteilten Systemen. Da die Menschheit hieriiber schon sehr viel weil3, werden wir
nur kleine Teile erforschen konnen. Aus diesen Griinden habe ich versucht, Themen fiir
die Veranstaltung auszusuchen, die exemplarisch sowohl die Mdglichkeiten wie auch die
Probleme aufzeigen; die praktisch sind in dem Sinne, dass reale Menschen diese Probleme
wirklich gelst haben wollen und das auch noch schnell; und die interessant sind in dem
Sinne, dass ihre Losungen iiberraschend oder trickreich oder einfach nur schén sind.

Beginnen werden wir mit parallelen Systemen. Stellen Sie sich vor, Sie bekommen ein
dickes, fettes Ubungsblatt, das Sie in einer Woche bearbeiten miissen. Stellen Sie sich
weiter vor, dass Sie aufgrund einer ganzen Verkettung von widrigen Umsténden erst eine
Stunde vor Abgabeschluss damit beginnen, das Blatt zu bearbeiten. Sie stellen schnell fest,
dass Sie das Blatt alleine nicht werden 16sen konnen. Die Losung liegt aber auf der Hand:
Arbeitsteilung! Hat das Blatt drei Teilaufgaben, so kann man die Arbeit logischerweise
auf drei Leute gut verteilen. (Dies werden wir einen Speedup von 1:1 nennen.) Nehmen
wir an, auch dies reicht noch nicht aus, da jede Aufgabe alleine schon iiber eine Stunde
dauert. Sie probieren wieder, auf Arbeitsteilung zu setzen: Pro Aufgabe diskutieren nun
vier Studierende, wie man sie 16sen sollte. Wie Sie sicherlich aus eigener Erfahrung
wissen, konnen Sie nicht erwarten, dass vier Leute eine Aufgabe vier Mal so schnell
gelost bekommen wie eine Person. Aber etwas schneller wird es schon gehen, sagen
wir doppelt so schnell. (Wir werden davon reden, dass die Effizienz sinkt.) Wenn Sie
nun auch mit den mittlerweile zwolf Studierenden nicht rechtzeitig fertig werden, dann
konnten Sie auf die Idee kommen, das ganze Semester an den Aufgaben arbeiten zu
lassen. Dabei werden Sie aber wahrscheinlich feststellen, dass Sie hauptsédchlich damit
beschiftigt sein werden, Kaffee von A nach B zu transportieren und die Leute davon
zu iiberzeugen versuchen, doch bitte weiter zu arbeiten. (Wir werden sagen, dass auch
mit beliebig vielen fleifigen Helfern eine Zeit T°° nicht unterschritten werden kann und
dass irgendwann mehr kommuniziert wird als gerechnet wird.) Moral: Bitte beginnen Sie
rechtzeitig mit den Ubungsblittern.

Ein paralleles System ist das elektronische Analogon zu einer Horde Studierenden, die
gemeinsam ein Ubungsblatt zu 16sen versuchen. Je nach Art des Ubungsblatts gelingt dies
mehr oder weniger leicht. Die Theorie Paralleler Systeme beschéftigt sich ausfiihrlich mit
der Frage, welche Probleme eben gerade gut parallelisierbar sind und welche weniger gut.

In verteilten Systemen geht es chaotischer zu als in parallelen. Hier stelle man sich eher
eine Studentenclique vor, von der einige in der Mensa sitzen, einige zu Hause vor ihrem
Rechner, andere vermutlich noch im Bett liegen und von einigen ist der Status vollig
unbekannt. Eine solche Clique wird es um einiges schwieriger haben, ein Problem zu
16sen, da man recht viel wird telefonieren und e-mailen miissen. Aus diesem Grund werden
wir unsere Anspriiche auch gehorig herunterschrauben. Die Problemstellungen, die man
bei einem verteilten System 16sen mochte, sind eher auf dem Niveau: »Wir wollen uns
einigen, welchen Kinofilm wir heute Abend schauen.« oder »Alle sollen erfahren, dass
die Vorlesung heute ausfillt.« — beides unter den angegebenen Umstinden keine trivialen
Probleme.

In der Theorie Verteilter Systeme werden wir untersuchen, welche Probleme dieser Art
I6sbar sind und welche nicht. Wir werden uns auch Gedanken machen, wie man bei
Verteilten Systemen spezifiziert, was man eigentlich erreichen mochte — eine erstaunlich
schwierige Aufgabe, wie sich herausstellen wird.

Soviel zum Inhalt der Veranstaltung; nun zu den Zielen. Diese lauten:



Modellierung von parallelen und verteilten Systemen kennen.

Parallele und verteilte Algorithmen kennen, erstellen und analysieren kdnnen.
Grenzen der Parallelisierbarkeit kennen.

Verteilte Systeme modellieren und spezifizieren konnen.

A WN =

Die Worte »kennen« und »konnen« tauchen dort recht hdufig auf. Um etwas wirklich
zu konnen, reicht es nicht, davon gehort zu haben oder davon gelesen zu haben. Man
muss es auch wirklich getan haben: Sie konnen sich tausend FuBlballspiele im Fernsehen
anschauen, sie sind deshalb noch kein guter Fuflballspieler; sie konnen tausend Stunden
World of Warcraft spielen, sie werden deshalb trotzdem keinen Frostblitz auf Thren Pro-
fessor geschleudert bekommen. Deshalb steht bei dieser Veranstaltung der Ubungsbetrieb
mindestens gleichberechtigt neben der Vorlesung. Der Ablauf ist dabei folgender: In der
Vorlesung werde ich Thnen die Thematik vorstellen und Sie kénnen schon mit dem Uben
im Rahmen kleiner Miniiibungen wdhrend der Vorlesung beginnen. Alle ein bis zwei
Wochen gibt es ein Ubungsblatt, das inhaltlich zu den Vorlesung gehort. Sie miissen sich
die Ubungsblitter aber nicht »alleine erkimpfen«. Vielmehr gibt es Tutorien, in denen
Sie Aufgaben iiben werden, die »so dhnlich« wie die Aufgaben auf den Ubungsblittern
sind. Sie werden feststellen, dass das Losen der Ubungsblitter mit diesen Vorbereitungen
immer moglich sein wird und dies auch mit vertretbarem Aufwand.

Ich wiinsche Thnen viel Spall mit dieser Veranstaltung.

Till Tantau
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Wenn Sie einen Theoretiker in Verlegenheit bringen wollen, dann fragen Sie ihn doch mal
Folgendes: »Wie schnell kann man zwei Matrizen multiplizieren?« Vor vierzig Jahren
wire die Antwort einfach gewesen: »Na, O(n®) und das scheint mir auch optimal zu
sein.« Mit einer gewissen Verbliiffung hat die Theoretische Informatik dann das Ergebnis
von Volker Strassen zur Kenntnis genommen, dass es auch in Zeit O(n'°%7) geht. Heute
wiirde der befragte Theoretiker wohl antworten »Q(n2+Forschungskonstantey . Richtig rgern
konnen Sie ihn dann, wenn Sie entgegnen »Also, auf meinem Parallelrechner geht das in
Zeit O(logn).«

In der Welt der Parallelverarbeitung geht es recht flott zu. Probleme, die man normaler-
weise mit viel Miihe in quadratischer oder kubischer Zeit gelost bekommt, lassen sich in
logarithmischer Zeit oder sogar noch schneller 16sen. In diesem ersten Teil der Veranstal-
tung wollen wir zunéchst einmal kldren, was man eigentlich genau damit meint, dass ein
Problem »parallel in Zeit XY 16sbar ist«. Dazu werden wir uns in klassischer Theoretiker-
manier auf einen Modellbegriff fiir Parallelrechner einigen und dann das Ressourcemalf}
Zeit definieren. Die Aussage »man kann Matrizen parallel in Zeit O(logn) multiplizieren«
lasst sich dann priziser (und wie so oft bei prizisen Formulierungen: weniger verstind-
lich) fassen als »Es gibt ein praM-Programm mit T> € O(logn), dass das Produkt von
beliebigen Matrizen berechnet.«

Wenn parallele Computer so viel schneller sind als sequentielle, warum haben wir eigent-
lich nicht Computer mit einer Milliarde Prozessoren auf dem Schreibtisch stehen? Es stellt
sich heraus, dass der Geschwindigkeitsvorteil der Parallelverarbeitung teuer erkauft ist:
Parallele Rechner mogen schnell sein, in der Regel sind sie in Bezug auf Stromverbrauch
und »Miete« ziemlich verschwenderisch. Wir werden deshalb besondere Ressourcema-
Be einfithren, die solche Dinge wie Stromverbrauch messen — solche Mafle machen im
sequentiellen interessanteweise keinen besonderen Sinn.

Am Ende dieses ersten Teils definieren wir dann den heiligen Gral der Parallelverarbei-
tung: Schnelle arbeitsoptimale Algorithmen. Im Teil 11 werden wir eine Reihe solcher
Algorithmen kennen lernen, wobei einige ziemlich kompliziert sein werden.
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Kapitel 1
Parallele Modelle

Wie rechnet man parallel?
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Worum Bevor man parallele Programme schreiben kann bendtigt man zunichst eine Programmier-
esgii‘:'e sprache, die Parallelitit unterstiitzt. Ganz dhnlich bendtigt man zum Entwurf paralleler

Algorithmen zunichst ein paralleles Maschinenmodell. Ohne ein solches Modell machen
Aussagen der Art »dieser Algorithmus 16st das Problem in Zeit O(logn)« keinen Sinn
(was genau bedeutet denn »in Zeit XY«?). Noch trostloser wird es ohne ein genaues Ma-
schinenmodell, wenn man Aussagen der Form »dieses Problem lésst sich parallele nicht
schneller als in Zeit O(loglogn) 16sen« zeigen mochte.

Wie sollte nun ein geeignetes Maschinenmodell aussehen? Im Prinzip geht man beim
Entwurf eines solchen Modells genauso vor wie im sequenziellen Fall: Man beginnt mit
einem realen parallelen Computer und modelliert mathematisch alles, was dort so passiert.
Dann beginnt man, von Besonderheiten der Architektur zu abstrahieren. Beispielsweise
ist es wohl eher unerheblich, ob nun 2 Gigabyte oder 4 Gigabyte Speicher zur Verfiigung
stehen. Ebenso ist es reichlich unerheblich, ob es ein A20-Gate gibt. Resultat dieser
Vereinfachungen ist idealerweise ein einfaches, elegantes mathematisches Modell mit der
Eigenschaft, dass alle anderen sinnvollen Modelle ohne groBen Zeit- oder Platzverlust
simuliert werden konnen. Im Sequenziellen hat dieser Ansatz gut funktioniert: Es sind
dabei das ram-Modell und die Turing-Maschine herausgekommen; zwei sehr einfache
Modelle, die beide einander simulieren konnen.

Im Parallelen ist die Sache leider komplexer. Es gibt kein Modell von dem man behaupten
konnte, es sein gleichzeitig einfach, elegant und universell einsetzbar. Ist das Modell schon
einfach (wie das pram-Modell), so ldsst es leider zu viele reale Details weg, in denen
bekanntlich der Teufel steckt. Ist es geradezu liberméchtig (wie das Netzwerkmodell, in
dem die Kommunikation der Prozessoren komplett modelliert wird), so kann man kaum
etwas Sinnvolles beweisen.
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1.1  Einfishrung

In der heutigen Vorlesung wollen wir die Problematik eines geeigneten Maschinenmodells
fiir parallele Algorithmen erdrtern. Das Resultat kann man auch gleich vorwegnehmen:
Wir werden spiter auf das pram-Modell setzen. Wie schon gesagt ist dieses Modell
eigentlich »zu optimistisch«. Dies hat aber auch einen wichtigen Vorteil: Konnen wir
zeigen, dass sich ein Problem noch nicht mal auf einer prRam schnell losen ldsst, so gilt
dies sicher auch fiir alle »weniger optimistischen« Modelle.

1.1  EinfGhrung
1.1.1 Mehr Prozessoren = Schneller2

Das Versprechen der Parallelverarbeitung.

— Die Kosten, Prozessoren schneller zu machen, steigen exponentiell.
— Die Kosten, die Anzahl der Prozessoren zu erhohen, steigen linear.

Versprechen
Durch Parallelverarbeitung kann man Probleme billiger schnell 16sen als durch schnellere
Prozessoren.

Zur Diskussion
Welche Einwinde lassen sich gegen dieses Argument erheben?

1.1.2 Arten der Parallelverarbeitung

Grundsétzliche Arten von Parallelverarbeitung.

1. SISD: single instruction, single data
»Eine Instruktion auf einen Datensatz anwenden«
Beispiel: Normale CPU
2. SIMD: single instruction, multiple data
»Eine Instruktion auf mehrere Datensétze anwenden«
Beispiel: Graphikprozessor
3. MIMD: multiple instructions, multiple data
»Unterschiedliche Instruktionen auf unterschiedliche Datensitze anwenden«
Beispiel: Dual-Core-Prozessoren, grof3e Parallelrechner
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1.2  Das DAG-Modell

1.1.3 Fallbeispiel
Die Matrix-Vektor-Multiplikation.

Problem

Eingabe Eine n x n Matrix A und ein Vektor V.
Ausgabe b=A-v.

Zur Diskussion
Wie 16st man das Problem, wenn man ...

— ...einen Prozessor hat?

— ...zwei Prozessoren hat?

— ...drei Prozessoren hat?

- ...Nn/2 Prozessoren hat?

- ...n/2+1 Prozessoren hat?
— ...N Prozessoren hat?

— ...2n Prozessoren hat?

— ...n2 Prozessoren hat?

— ...2n2 Prozessoren hat?

Was bringen mehr Prozessoren?

Fiir das Problem Matrix-Vektor-Multiplikation hat die Verdoppelung der Prozessoranzahl
folgenden Effekt:

Fiir kleine Prozessorzahlen halbiert sich jedesmal die Rechenzeit.

Fiir Prozessorzahlen iiber n gilt dies nicht mehr exakt, aber fast.

Fiir Prozessorzahlen in der Nihe von n? verringert sich die Rechenzeit kaum.
Fiir Prozessorzahlen iiber n? éndert sich die Rechenzeit nicht mehr.

1.2 Das DAG-Modell

Die Idee hinter dem DAG-Modell.

— Das DAG-Modell macht Abhéingigkeiten sichtbar.
— Das DAG-Modell blendet die Implementierung aus.

Beschreibung des DAG-Modells

— Im DAG-Modell wird ein Algorithmus durch einen DAG (directed acyclic graph)
beschrieben.

Die Eingabe liegt an den Knoten mit Eingrad 0 an.

Die anderen Knoten fiihren Berechnungen durch.

Sie konnen ihre Berechnung erst durchfiihren, wenn die Ergebnisse der Vorgidnger
vorliegen.

Berechnungen konnen recht beliebig sein.

Beispiel

—0—0 O
o—0 g\o
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1.3  Das PRAM-Modell

Das Konzept des Schedules.

Definition (Schedule)
Sei G = (V,E) ein DAG und P eine Menge von Prozessoren. Ein Schedule S ist eine
Abbildung, die jedem Knoten von G einen Prozessor p € P zuordnet und einen Zeitpunkt
t € N. Dabei muss gelten:
1. Keinen zwei Knoten darf derselbe Zeitpunkt und gleichzeitig derselbe Prozessor zu-
geordnet werden.
2. Der Zeitpunkt jedes Prozessors muss grofer sein als der seiner Vorginger.

Der maximale in S vorkommende Zeitpunkt heifit Zeitbedarf, abgekiirzt T (S).
Beispiel

Gruppe 1
Geben Sie einen optimalen Schedule fiir den DAG mit P = {P;,P} an.

Gruppe 2
Geben Sie optimale Schedules fiir den DAG mit P = {P; } an und dann fiir P = {P;, P>, Ps}.

1.3 Das PRAM-Modell
1.3.1 Die ldee

PRAMs im Uberblick
Aufbau und Initialisierung

— Die Abkiirzung praMm steht fiir Parallel Random Access Machine.
— Jeder Prozessor ist eine eigene RaM. Das bedeutet:
— Eine raM hat Zugriff auf einen Satz Register, in denen Zahlen stehen.
— Eine raAM arbeitet ein festes Programm ab.
Neu im Vergleich zur einfachen rRAM ist:
— Es gibt noch globale Register.
— Es gibt noch ein nur lesbares Prozessor-ID-Register.
— Es gibt neue Befehle, um die globalen Register zu lesen und zu beschreiben.
— Die Prozessoren arbeiten synchron (exakt gleichgetaktet).
— Alle Prozessoren fiihren das gleiche Programm aus, aber bei jedem Prozessor ist PID
anders initialisiert.
— Ein- und Ausgabe liegen in bestimmten Bereichen des globalen Speichers.
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1 Parallele Modelle
1.3  Das PRAM-Modell

PRAMs im Uberblick

Kommunikation

— Die Kommunikation erfolgt mittels des globalen Speichers (shared memory).

— Man unterscheidet, ob der Lesezugriff ausschlieBend (exclusive read) oder parallel
(concurrent read) sein darf.

— Schreibzugriff kann man ebenfalls unterschiedlich regeln:

— Nur ein bestimmter Prozessor darf eine bestimmte globale Zelle beschreiben
(owner write).
— Immer nur ein Prozessor darf schreiben (exclusive write).
— Paralleles Schreiben (concurrent write) ist erlaubt. Hier gibt es die Untervari-
anten Common, Arbitrary und Priority.
— Insgesamt gibt es folgende sinnvolle Zugriffsarten: EROW, EREW, CROW, CREW,
Common-CRCW, Aribtrary-CRCW, Priority-CRCW.

1.3.2 Ein Beispiel

Beispiel eines PRAM-Programms.
Folgendes Programm berechnet die Summe der Zahlen im Array A im globalen Speicher.

Jor h — 1 to logn seq do
if pid <n/2" then
global read a — A[2-pid]
global read b — A[2-pid —1]
c—a+b
global write Alpid] < c
if pid =1 then
global write S — ¢

Zur Ubung
Welche Schreib-/Lese-Zugriffsart wird im Programm verwendet?

Das pram-Modell wird das »zentrale« Modell sein, welches wir im Rest der Veranstaltung
benutzen werden. Aus diesem Grund ist im Folgenden (nur im Skript) fiir an Formali-
sierungen Interessierte eine genaue Beschreibung des Modells angegeben. Es ist aber
nicht notig, diese genau zu kennen, Algorithmen und Beweise werden wir eher auf der
Pseudo-Code-Ebene fiihren. (Man beweist auch nicht die Eigenschaften eines Quicksorts
anhand einer Implementation in Maschinensprache. ..) Es gibt verschiedene Arten, RaMS
und prams zu formalisieren, die folgende Formalisierung ist eher fiir Komplexititsbe-
trachtungen geeignet, da es nur wenige Befehle gibt und »aufwendige« Berechnungen wie
die Multiplikation explizit nicht als ein Befehl zur Verfiigung stehen.

Definition (Syntax eines PRAM-Programms)

Ein prRAM-Programm besteht aus einer endlichen, durchnummerierten Folge von Befehlen,
wobei die Zahlung mit 1 beginnt. In Befehlen kommen Registeradressierungen vor, wovon
es genau folgende vier Arten gibt (im Folgenden sei immer i, j,k € N):

1. Ri bezeichnet eine direkte lokale Adressierung

2. RRI bezeichnet eine indirekte lokale Adressierung
3. GRi bezeichnet eine direkte globale Adressierung

4. GRRI bezeichnet eine indirekte globale Adressierung

Folgende Befehle sind moglich:
— Die Transportbefehle

1. Ri < R]
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1.3  Das PRAM-Modell

Ri < RR ]
Ri < GR]
Ri < GRR
RRI < R
GRI < R]
7. GRRI < R]

S

— Die arithmetischen Befehle
8. Ri —K
9. Ri < pid
10. Ri < Rj+RK
11. rRi < RrRj—RrK
12. Ri — [1Rr]]
— Die Sprungbefehle
13. if Ri =0 goto k
14. if i >0 goto k
15. goto k
Bei allen Sprungbefehlen muss k die Nummer einer Programmzeile sein.
— Die Stopp- und Idlebefehle
16. idle while Grri =0
17. stop

Der letzte Befehl eines Programms muss der Stoppbefehl sein.

Ein Beispiel eines PRaAM-Programms wire folgendes:

RO « pid

R3 <+ GRrRO
R2+—1

R1 < RO+R2
R4 — R1—R3
if R4 >0 goto 13
R5 <+ GRRO
R6 < GRR1
R7 < R6+R7
GRRO « R7
R2 « R2 +R2
goto 4

stop

Definition (Semantik eines PRAM-Programms)

Sei P ein prRaM-Programm. Eine pram hat einen globalen Speicher sowie eine unbe-
schriankte Anzahl an Prozessoren, die alle einen lokalen Speicher besitzen. Eine praM
arbeitet getaktet, wobei mit Takt t = 0 begonnen wird. Der Inhalt des i-ten globalen Re-
gisters zum Zeitpunkt t ist eine natiirliche Zahl, welche wir mit (Gri); bezeichnen. Der
Inhalt des i-ten lokalen Registers des p-ten Prozessors zum Zeitpunkt t bezeichnen wir
mit <Ri>tp . Weiterhin verfiigt jeder Prozessor iiber einen Programmschrittzéhler, dessen
Wert zum Zeitpunkt t mit (pc)f bezeichnet wird.

Die Gesamtheit der Inhalte aller lokalen und globalen Register (dies sind abzédhlbar un-
endlich viele) bezeichnen wir als Konfiguration. Eine Berechnung ist eine Folge von
Konfigurationen, die den weiter unten angegebenen Bedingungen geniigt. Eine Eingabe
fiir eine PrRAM ist ein Vektor v von natiirlichen Zahlen. Zu einer Eingabe gehort die An-
fangskonfiguration bei der alle lokalen Register 0 sind, alle Programmschrittzihler 1 sind,
das erste globale Register (GrRO) die Dimension n von v enthélt und die globalen Register
GR1 bis GrN die Komponenten von v enthalten. Eine Endkonfiguration ist eine Konfigura-
tionen, in der der Programmschrittzdhler aller Prozessoren eine Nummer enthilt, fiir die
der Programmbefehl »Stopp« lautet.

Die Berechnungsrelation gibt an, welche neue Konfiguration zum Zeitpunkt t +1 aus der
Konfiguration zum Zeitpunkt t hervorgeht. Dazu fiihren alle Prozessoren gleichzeitig den
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Parallele Modelle
Das Netzwerkmodell

jeweiligen Befehl aus, der im pram-Programm P in der Zeile (pc)f steht. Die Effekte
dieser Befehle sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Befehl Wirkung, wenn von Prozessor P ausgefiihrt

Ri < R] (PC)‘.?Jrl = (pc)P +1, <R|>b+1 = (Rj)P

R e (pc)fy = {rc)?+ 1 (i = (a{u )PP

Ri < GR] <Pc>b+l = (pc)f +1, (ri) 1= (GRJ)t

Ri < GRR ] (Pc)Frl = (pc)P +1, (i), = (GrR(RJ))t

RRi — k] (pc)fy = (re)?+ 1. (r{Ri)P)F, = ()P

GRi < R] (PC)iq = (pc)? 41, (ari)ts1 = (R]){, aber siehe unten
GRRI < R j <PC>E+1 = (pc)P +1, (r(RI){)t41 = (r]){, aber siche unten
Rri — k (Pc)Frl = (pc)f +1, (ri)f,; =k

Ri — pid <pc>b+1 = (pc)f +1, <Ri>b+1 =p

Ri < Rj+RK <Pc>b+l = (pc)P +1, <Ri>b L= ®Rj)P <Rk>

Ri < Rj—RK (PC)iyq = (pc) + 1, (Ri)iq = max{<Rj>t — (rk)P,0}
i |dxj) (pc)fy = (re)f+ 1. (i, = (D)2

goto k (Pc)iq =K,

if Ri =0 goto k (PC)bJrl k, falls <R|>t =0, sonst (pc) +1 = ()P +1
if Ri >0 goto k <PC>b+1 =Kk, falls (ri){ >0, sonst <PC E)+1 = ( ) +1

idle while GRRi=0 (pc); , = (pc)P +1, falls (Gr(ri){)t > 0, sonst keine Anderung
stop keine Anderungen

Es kann vorkommen, dass mehrere Prozessoren gleichzeitig auf ein globales Register
schreibend zugreifen. Dann konnen Konflikte entstehen und der Wert von (Gri)yq ist
nicht wohldefiniert, da unterschiedliche Angaben vorliegen konnen. Dieses Problem wird
wie folgt aufgelost:

1.

Beim Owner-Write-Modell darf auf das Register Gri nur Prozessor i schreiben. Die
Nachfolgekonfiguration ist nicht definiert, falls ein Prozessor sich nicht daran hilt.

. Beim Exclusive-Write-Modell darf in jedem Takt fiir jedes globale Register i nur

genau ein Prozessor (Grijt;1 einen Wert zuweisen. Versuchen dies mehrere, so gibt
es wiederum keine Nachfolgekonfiguration.

Beim Arbitrary-Write-Modell gibt es im Falle von unterschiedlichen Werten, die von
verschiedenen Prozessor in dasselbe globale Register Gri geschrieben werde, fiir jeden
Wert eine eigene Nachfolgekonfiguration, in der dieser Wert eingenommen wird (das
Verhalten ist also nichtdeterministisch).

Beim Common-Write-Modell miissen alle Prozessoren denselben Wert schreiben. Ge-
schieht dies nicht, ist die Nachfolgekonfiguration wieder nicht definiert.

Beim Priority-Write-Modell sei P; die Menge aller Prozessornummern von Prozesso-
ren, die versuchen, im Zeittakt t den Wert von (Gri);;1 zu verdndern. Sei pj =minP,
und sei X; der Wert, den p; schreiben méchte. Dann ist (GRi)t+1 = X;.

Wihrend ein Prozessor den Idle-Befehl ausfiihrt (und somit schlift) zdhlt er nicht zu den
aktiven Prozessoren und liefert keinen Beitrag zur so genannten Arbeit des Systems (siehe
dazu die néchste Vorlesung).

1.4 Das Netzwerkmodell
1.4.1 Das Modell

Die Idee hinter dem Netzwerk-Modell.

— Man modelliert ein festes Kommunikationsnetzwerk durch einen Graphen.

— Die Knoten des Graphen sind die Prozessoren.

— Die Kanten des Graphen sind Kommunikationskandle.

— Die Prozessoren arbeiten in der Regel asynchron und schicken sich gegenseitig Nach-

richten.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Das Netzwerk-Modell - parallel oder verteilt?
Gemeinsamkeiten mit verteilten Systemen

— Modellierung des Kommunikationsnetzwerks.
— Nachrichtenbasiertes Modell.

Unterschiede zu verteilten Systemen

— Feste Topologie (fest verdrahtet)
— Sichere Kommunikation

Wichtige Parameter eines Netzwerks

Parameter Durchmesser

Maximale Entfernung zwischen Knoten.

Dies ist die Zeit, die eine Nachricht hochstens braucht.
Kleiner ist besser.

Parameter Grad

Maximale Anzahl von Nachbarn eines Knoten.

Je hoher der Grad, desto mehr Kabel muss man zichen.
Kleiner ist besser.

Parameter Zusammenhénge

Minimale Anzahl von Knoten/Kanten, die man 16schen muss, um das Netz in zwei Teile
zu spalten.

Je hoher der Zusammenhang, desto ausfallsicherer.

Grofler ist besser.

1.4.2 Wichtige Topologien

Liste wichtiger Netztopologien.

Lineares Array (Pfad)
Ring

2D-Gitter

3D-Gitter
Hyperwiirfel
Bindrbaum

A e

Zur Ubung
Bestimmen Sie fiir eine der obigen Topologien fiir p Prozessoren den Durchmesser, Grad
und Kantenzusammenhang.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Parallele Algorithmen fiihren mehrere Berechnungen koordiniert aus.

2. Probleme haben hiufig parallele Anteile und sequentielle Anteile.

3. Das DAG-Modell beschreibt abstrakt, welche Anteile parallel und welche sequentiell
sind.

4. Das praM-Modell beschreibt Algorithmen konkreter.

5. Das Netzwerkmodell modelliert die Kommunikation bei parallelen Programmen rea-
listischer als das PramM-Modell.

1-16
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1 Parallele Modelle
Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 1.1 (Einfache Programmanalyse, leicht)
Gegeben sei ein globales Array A der geraden Linge n, sowie das folgende Programm:

global read x — A[pid]
global read y — A[pid + 5]
Z+— X+y

global write Alpid] « 2z
global write Alpid + 5] — z

Beantworten Sie folgende Fragen in Bezug auf die Programm:

1. Was macht das Programm?

2. Welche Zugriffsart (wie zum Beispiel EREW, Priority-CRCW, etc.) benétigt das Programm?
Begriinden Sie Ihre Antwort.

3. Wie schnell lésst sich das Problem sequentiell 16sen ?

Ubung 1.2 (Optimale Schedules, mittel)
Folgender DAG gibt die Abhéngigkeiten in einem parallelen Programm an:

X
O O O

Die Anzahl der Knoten im DAG sei n (also ist n = 3m, wenn m die Anzahl der Knoten in einer Reihe
ist). Geben Sie fiir jedes p=1,2,3,... einen optimalen Schedule fiir diesen DAG an. Beweisen Sie
fiir jedes p, dass Ihr Schedule optimal ist.

Da n und p variabel sind, miissen Sie Ihren Schedule allgemein beschreiben; Ihr Tutor muss daraus
schlau werden. Vermeiden Sie bitte sowohl unverstindlichen Formelsalat als auch Beschreibungen,
die sich nur auf ein einziges konkretes n beziehen. Graphiken »mit Piinktchen« sind in Ordnung.

Tipps: Der interessanteste Fall ist p = 2. Alle p > 3 kann man auf die gleiche Art behandeln.

Ubung 1.3 (Optimale Schedules in einer Gitterstruktur, mittel)
Folgender DAG der GroBe n x n gibt die Abhédngigkeiten in einem parallelen Programm an:

PR

O-O-OC-O---0
Die Anzahl der Knoten im DAG ist also n’. Geben Sie fiir jedes p=1,2,3,... einen optimalen

Schedule fiir diesen DAG an. Beweisen Sie fiir jedes p, dass Ihr Schedule optimal ist. Uberlegen
Sie, was fiir p=1, p=nund p > n gilt.



2 Ressourcemaf3e bei parallelen Programmen

Kapitel 2

Ressourcemafle bei parallelen

Programmen
Lohnt sich der ganze Aufwand?

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
1. Die Ressourcen Zeit, Arbeit, Kosten, Speedup und 2.1 Re?sourcen und Mafe
Effizienz kennen 2.1.1 Zeit . ... ... S
2. Optimalitédtsbegriffe bei parallelen Algorithmen 2.1.2 Speedup und Effizienz . . .. .... ..
kennen 2.1.3  Kosten und Arbeit . . . ... ... ...
3. Ressourceverbrauch von Algorithmen bestimmen 2.1.4  Optimalitat . .. .............
konnen Arbeit-Zei .. .
4. Das Konzept der Arbeit-Zeit-Reprisentation 22 rbeit-Zeit-Reprdsentation
kennen 2.2.1 Konzept e
222 Beschleunigungssatz . . . . . ... ...
Ubungen zu diesem Kapitel

Frage: Welche drei Ressourcen sind bei sequentiellen Programmen am wichtigsten? Ant-
wort: Zeit, Zeit und Zeit. Wenn man mochte, kann man als vierte noch den Arbeitsplatz
hinzufiigen; aber eigentlich sind die ersten drei Ressourcen doch wichtiger. Bei parallelen
Programmen liegt die Sachlage kompliziert. Wir werden viele Probleme kennen lernen,
die sich auf einem parallelen System theoretisch rasend schnell 16sen lassen. Eine Lauf-
zeit von O(logn) ist da schon langsam — und bekanntermaBen wichst der Logarithmus
ausgesprochen gemiitlich mit der Eingabegrofie.

Trotzdem werden uns diese Algorithmen nicht befriedigen: Sie mdgen schnell sein, sie
gehen aber oft sehr verschwenderisch mit der zur Verfiigung stehenden Rechenkraft um.
Dann tritt folgender Effekt ein: Sie haben sich einen niegelnagelneuen Rechner mit vier
Dual-Core-Prozessoren unter Ihrem Schreibtisch gestellt und erwarten nun zu Recht, dass
dieser Probleme achtmal schneller 16sen wird als ein Rechner mit nur einem Prozessor.
Vielleicht auch nur sieben- oder sogar nur sechsmal schneller — schlieBlich miissen die
Prozessoren etwas mehr kommunizieren. Sie wiren zu Recht beleidigt, wenn aber das
System mit seinen acht Kernen das Problem langsamer 16st als ein einzelner Prozessor.
Genau das passiert aber schnell bei parallelen Algorithmen: Diese sind oft so verschwen-
derisch, dass sie 20- oder 30-mal mehr an Rechnungen insgesamt durchfiihren.

Von guten parallelen Algorithmen diirfen wir verlangen, dass dieser Effekt nicht auftritt —
wir werden sie (etwas verwirrlicherweise) optimale Algorithmen nennen. Um das genau
zu definieren bendtigen wir aber erstmal etwas (recht einfache) Theorie und einige neue
(recht intuitive) Ressourcemal3e wie Speedup und Effizienz.

14
14
14
15
16

16
16
17

18
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2 Ressourcemafle bei parallelen Programmen
2.1  Ressourcen und Maf3e

2.1 Ressourcen und Mafle
2.1.1 Zeit

Zeitmaf3e bei parallelen und sequentiellen Algorithmen.

Sei Q ein Problem.

Definition

Die Zeitkomplexitit eines schnellsten sequentiellen Algorithmus zur Losung von Q be-
zeichnen wir mit T*(n).

Man beachte, dass T*(n) in der Regel unbekannt ist (und auch nicht so sauber definiert
ist).

Definition

Die Rechenzeit eines parallelen Algorithmus P fiir p Prozessoren bezeichnen wir mit
T; (n) oder auch nur mit Tp(n).

Definition
Die Rechenzeit eines parallelen Algorithmus, der beliebig viele Prozessoren benutzen
darf, bezeichnen wir mit Too(N).

Analyse des Zeitverbrauchs eines parallelen Algorithmus.
Problemstellung und Algorithmus

Problemstellung
Es soll eine m x m Matrix mit einem Vektor der Grée m multipliziert werden.
(Beachte: Bei EingabegroBe n ist m ~ /n.)

Paralleler Algorithmus

1. Falls p <m, behandle je n/p Zeilen parallel.
2. Falls p > m, behandle alle Zeilen parallel.
2.1 In jeder Zeile bilde Blocke der GroBe m?/p.
2.2 Summiere parallel alle Werte der Blocke.
2.3 Summiere die Summe der Blocke baumartig auf.

Analyse des Zeitverbrauchs eines parallelen Algorithmus.
Zeitverbrauch

— Offenbar gilt T*(n) = m? = n mittels eines einfachen Matrix-Vektor-Multiplikations-
programms.

Es gilt Ty(n) =m? =

Es gilt To(n) = m2/2— n/2.

Es gilt T3(n) =m?/3=n/3.

Es gilt T 5(n) = m?/m = \/ﬁ

Es gilt To(n) = log,m = 3 Iogzn.

Es gilt To(n) = 3 log,n.

(Konstanten wurden ignoriert.)

2.1.2 Speedup und Effizienz

Maf3e der Gite von parallelen Algorithmen.

Definition (Speedup)
Der Speedup ist das Verhiltnis

T*(n)
Sp(n) =
Pl Tp(n)
Definition (Effizienz)
Die Effizienz ist
Ep(n) = 1)
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2 Ressourcemafle bei parallelen Programmen
2.1  Ressourcen und Mafle

2.1.3 Kosten und Arbeit

Kosten versus Arbeit

Definition (Kosten)
Die Kosten eines Algorithmus sind das Produkt

Cp(n) =p-Tp(n).

Idee
Wiirde man einen Parallelrechner mieten, so miisste man die Kosten bezahlen.

Definition (Arbeit)
Die Arbeit W (n) eines Algorithmus ist die Anzahl der Zeitschritte, in denen Prozessoren
tatsdchlich etwas tun.

Idee
Wiirde man einen Parallelrechner mieten, so wire die Arbeit der Stromverbrauch.

Zur Ubung
Bestimmen Sie Kosten und Arbeit fiir p = n fiir folgendes Programm.

Jor h < 1 to logn seq do
if pid <n/2" then
global read a — A2 -pid]
global read b — A[2-pid — 1]
c«—a+b
global write Alpid] « ¢
if pid =1 then
global write S — C

Zusammenhang zwischen Kosten und Zeit

Satz
Sei ein PRAM-Programm P fiir p Prozessoren geben und eine Prozessoranzahl p’ < p.
Dann gibt es ein PRAM-Programm P’ fiir das gilt

T (=0 (Cgp(,”)> .

Beweis. Es gilt C,F)’(n) = p-TpP(n). Die Behauptung ist also TpFZ'(n) = O(Tpp(n) -p/p’). Das
Programm P’ darf also um den Faktor p/p’ langsamer sein als P. Dies ist aber einfach zu
bewerkstelligen: Jeder der p’ Prozessoren simuliert sequentiell [p/p’] Prozessoren von P.
Dann dauert die Simulation eines Schrittes von P gerade O(p/p’) Schritt von P’. O

2-8
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2 Ressourcemafle bei parallelen Programmen

2.2 Arbeit-Zeit-Représentation

2.1.4 Optimalitat

Was sind die »besten« parallelen Algorithmen?

Definition
Ein paralleler Algorithmus heiBt optimal, wenn fiir ihn gilt W (n) = ©(T*(n)).
Dabei ist die Rechenzeit egal (!).

Beispiel
Der sequentielle Algorithmus zur Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts ist, als entar-
teter paralleler Algorithmus aufgefasst, optimal.

Beispiel
Der parallele Algorithmus zur Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts ist optimal, da die
Arbeit nur O(n) ist.

2.2 Arbeit-Zeit-Reprasentation
2.2.1 Konzept

Ein Problem und seine Lésung
Aufschreibe-Schwierigkeiten bei parallelen Algorithmen

— Wir miissen fiir jeden Prozessor angeben, was er genau machen soll.
— Wir miissen darauf achten, dass das Timing stimmt.
— Wir miissen uns mit vielen Indizes herumschlagen.

Lésungsidee

Wir schreiben Programme in der so genannten Arbeit-Zeit-Reprisentation auf.
Dazu geben wir fiir jeden Zeitpunkt an, was alles parallel passieren konnte.
Dies geschieht mittels eines Par-Do-Befehls.

Die Verteilung auf die Prozessoren wird vom Compiler iibernommen.

Beispiel einer WT-Représentation

1 for h «— 1 fo logn seq do

2
3
4

fori€{1,2,3,...,n/2"} par do
Ali] < A[2i — 1]+ A[2i]
S — A[1]

— Fiir jeden Par-Do-Befehl werden eigentlich n/ 2" Prozessoren bendtigt.

— Stehen so viele zur Verfiigung, fiihrt einfach jeder den Par-Do-Korper fiir ein anderes i
aus.

— Stehen nur p<n/ 2" Prozessoren zur Verfiigung, so kiimmert sich jeder dieser Pro-
zessoren nacheinander um den Par-Do-Korper fiir einen Block von (n/2")/p vielen
unterschiedlichen i.



2 Ressourcemafle bei parallelen Programmen

2.2 Arbeit-Zeit-Représentation

2.2.2 Beschleunigungssatz

Arbeit und Zeit von Programmen in WT-Représentation

Definition

Der Zeitbedarf T (n) eines Programms in WT-Reprisentation ist die Rechenzeit, wenn alle
Par-Do-Befehle parallel ausgefiihrt werden.

Satz
Sei ein Programm P in WT-Reprdsentation gegeben und p Prozessoren. Dann gibt es ein
PRAM-Programm P’ mit

W (n)

0 J+T(n).

Tp(n) < {

Merke: Fiir kleine p gilt To(n) =W (n)/p, falls W(n) > T (n).

Beweis. Die PRAM arbeitet wie folgt: Sie arbeitet das Programm sequentiell ab bis zum
ersten Par-Do-Befehl. Bei diesem moge eine Variable v gerade X unterschiedliche Werte
annehmen.

Falls p < x (falls also zu wenig Prozessoren zur Verfiigung stehen), so beginnen alle
Prozessoren parallel zu arbeiten. Jeder von ihnen fiihrt sequentiell den Korper des Par-
Do-Befehls fiir [X/p] unterschiedliche Werte aus.

Falls p > x (falls also mehr als geniigend Prozessoren zur Verfiigung stehen), so fiihren die
ersten X Prozessoren parallel jeder einmal den Korper des Par-Do-Befehls aus (natiirlich
jeder fiir anderen Wert von V). Die restlichen Prozessoren machen zunéchst nichts, sie
werden aber vorritig gehalten fiir eventuelle verschachtelte Par-Do-Befehle.

Als Beispiel sei die Simulation eines Programms P durch P’ angegeben:

Programm P

P1 P2 P3 P2 Ps Ps P7 Ps
1

1
1
11213415
1

t

Programm P’ fiir p=3
P1 P2 P3

RPIN| RPN R -
Arlw|v|o|o|s

t

Sei nun W' die Menge an Arbeit, die P in Zeitschritt t leistet. Dann gilt W (n) = ZL(E)Wt
und

o) T
n <> WYpl <> (IW!/p)+1) < {V@J +T(n).
t=1 t:1
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Ressourcemaf3e bei parallelen Programmen
Ubungen zu diesem Kapitel

Zusammenfassung dieses Kapitels

. Die wichtigsten Ressourcen bei parallelen Programmen sind Zeit und Arbeit.

Optimale Algorithmen arbeiten nicht mehr als der beste sequentielle Algorithmus.
Bei der WT-Reprisentation wird angegeben, was prinzipiell parallel ausgefiihrt wer-
den kann.

Fiir kleine p gilt To(n) =W (n)/p, falls W(n) > T (n).

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 2.1 (Programmanalyse, leicht)

Gegeben sei das folgende Programm, welches p = n Prozessoren benutzt:

Jor i — 1to n seq do

if pid ist gerade und pid < n then
global read a — Alpid]
global read b — Alpid + 1]
if a> b then
global write Alpid] — b
global write Alpid+1] — a
// Sync
if pid ist ungerade und pid < n then
global read a — Alpid]
global read b — Alpid + 1]
if a> b then
global write Alpid] — b
global write Alpid+1] — a
// Sync

Wir nehmen an, dass Indizierungen bei 1 beginnen und dass die Prozessoren an den angegebenen
Stellen synchronisiert werden (wenn also ein Prozessor einen If-Block nicht ausfiihrt, dann wartet
er genau so lange, wie die anderen Prozessoren zur Ausfiihrung brauchen).

Beantworten Sie folgende Fragen in Bezug auf das Programm:

1.
2.

Was macht das Programm?

Welche Zugriffsart (wie zum Beispiel EREW, Priority-CRCW, etc.) bendtigt das Programm?
Begriinden Sie Thre Antwort.

Wie lautet T*(n)?

Berechnen Sie fiir p =n die Arbeit, die Kosten, die Effizienz und den Speedup des Programms
(grob, O-Klasse reicht).

Ist der Algorithmus optimal? Begriinden Sie Thre Antwort.
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Parallele Algorithmen

Teil Il

Parallele Algorithmen

Manche Probleme lassen sich ganz einfach parallelisieren. Schon fast trivial ist das Pro-
blem, zwei Vektoren zu addieren: Hier kann man einfach alle Addition unabhingig vonein-
ander und damit parallel durchfiihren. Eine Spur schwieriger ist das Problem, die Summe
von n Zahlen zu berechnen: Hier wird man baumartig vorgehen und zunichst parallel die
Summe von jeder Zahl an einer ungerade Position und der neben ihr stehenden Zahl an
der nichsthoheren Position; dies verringert die Anzahl der zu addierenden Zahlen um die
Hilfte, weshalb man nach O(logn) Schritten das Ergebnis in seinen virtuellen Hinden
halten kann.

Einige Probleme sind kniffliger. Das wohl schonste Beispiel ist das Auswerten eines arith-
metischen Baumes wie dem folgenden, welcher selbstverstindlich zu 42 auswertet:

@

oo
cfo¥clo
ofo

Wie wertet man einen solchen Baum parallel aus? Wenn er zufilligweise schon ausgegli-
chen ist, dann kann man sich gut von den Blittern her in Richtung Wurzel vorarbeiten.
Bei obigem Baum und noch schlimmer bei den entarteten Baumen, die aus den Horner-
Schema entstehen, geht dies nicht. Es ist zun4chst nicht einmal klar, ob sich dieses Problem
tiberhaupt parallelisieren lésst.

In dem Teil II werden wir viel Zeit und Energie darauf verwenden, dieses Problem optimal
zu parallelisieren. Dazu beginnen wir mit einigen ganz einfachen Algorithmen, ndmlich
Prifixsummen und Pointer-Jumping. Dann werden wir uns eine Reihe von algorithmischen
Designmethoden fiir parallele Algorithmen anschauen, welche wir auch fiir das Auswer-
tungsproblem werden anwenden kdnnen. Dann wird es um List-Ranking gehen, das im
sequentiellen triviale Problem, fiir jedes Element einer verketteten Liste seine Position in
der Liste zu bestimmen. Es sei gewarnt, dass es dabei in der Vorlesung iiber optimales
List-Ranking etwas blutriinstig zugehen wird (niedliche Schafe werden von bosen Wolfen
verspeist; aber wie im Marchen werden sie spéter wieder aus den Wolfen herausgeschnit-
ten werden). Kombiniert man dann List-Ranking mit parallelen Euler-Touren und erweitert
man die Auswertungsbdume um Linearformen so, voila, hat man den gewiinschten Algo-
rithmus.
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Kapitel 3
Einfache parallele Algorithmen
Préfixsumme hilft immer
3-2 . . . . .
Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
1. Algorithmus fiir parallele Prifixsumme kennen 3.1 Préfix-Summen 21
2. Algorithmus Pointer-Jumping kennen 3.1.1 Proble?mstellung ............. 21
3. Die Algorithmen in anderen Problemen anwenden 3.1.2 Algorithmus .. ... ..o 21
3.1.3 Analyse . . ... ... ... 23
3.1.4  Erweiterungen . . ... ... ...... 23
3.2 Pointer-Jumping 23
3.2.1 Problemstellung . . . . ... ... ... 23
3.2.2 Algorithmus . . . ... ... ... ... 23
3.2.3 Analyse . ... ... ... ... 24
3.2.4  Erweiterungen . .. ... ........ 24
Ubungen zu diesem Kapitel 25
Worum Es gibt Probleme, die so grundlegend sind, dass sie immer und immer wieder auftauchen.
esgii‘:'e Zwei Standardprobleme sind Suchen und Sortieren — stindig sind Computer (genau wie

Menschen) damit beschiftigt etwas zu suchen und Ordnung zu schaffen (wobei sie weitaus
erfolgreicher den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik bekidmpfen als Menschen dies
im Allgemeinen gelingt).

In der Parallelverarbeitung gibt es auch zwei Standardprobleme, die immer und immer
wieder auftauchen: Die Bestimmung von Prifixsummen und die Bestimmung der Wur-
zeln eines Waldes. Auf den ersten Blick scheinen diese Probleme etwas exotisch, im
Sequentiellen spielen sie jedenfalls nur eine eher untergeordnete Rolle. Dies tiduscht aber,
der Punkt ist lediglich, dass diese Probleme im Sequentiellen in der Regel nicht explizit
gelost werden.

Dazu ein kleines Beispiel: Sie fiihren eine elektronische Einkaufsliste mit beim Einkaufen
beim Bio-Discounter Threr Wahl, auf der Sie erstandene Produkte von der Liste strei-
chen konnen. Ein Algorithmus soll Thre Einkaufsliste »komprimieren«, also nur noch die
fehlenden Objekte im Speicher halten. Thre Einkaufsliste ist ein Array von Strings, ein
zweiter Array A gibt fiir jedes Objekt an, ob sie es schon besorgt haben (kodiert als 0
oder 1).

Ein sequentieller Algorithmus, der die Dinge ja per Definition »nacheinander« angehen
muss, sucht nach dem ersten Objekt fiir das A[i] eine 1 ist und schiebt dieses an die erste
Position. Das nichste Objekt mit Afi] =1 kommt an Position 2, das niichste an Position 3
und so weiter. Ein paralleler Algorithmus wird nun versuchen, alle Objekte gleichzeitig
an den richtigen Platz zu schieben. Wohin aber mit dem zweiundvierzigsten Objekt? Die
korrekte Stelle hat der sequentielle Algorithmus implizit in einem Zihler gehalten. Der
parallele Algorithmus braucht die Position »explizit« und — das ist der entscheidende
Punkte — diese Stelle ist gerade A[l] 4 A[2] +--- 4 A[42]. Die Prifixsummen sagen also
dem parallelen Algorithmus »wo er arbeiten muss«.
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3 Einfache parallele Algorithmen
3.1  Préfix-Summen

3.1 Préfix-Summen
3.1.1 Problemstellung

Ein Problem, das in vielen Anwendungen auftaucht.
Das Préfix-Summen-Problem

Eingabe Array X von n Zahlen.
Ausgabe Array S von n Zahlen, wobei S[i] die Summe der ersten i Zahlen in X ist.

Beispiel
Eingabe X = (3,4,1,2,3)
Ausgabe S=(3,7,8,10,13).

Zur Diskussion
Wie lautet T*(n)?

Zur Ubung
Wir kennen bereits einen Algorithmus fiir die Summenbildung mit Laufzeit O(logn) und
Arbeit O(n).

Hieraus konnen wir einen parallelen Algorithmus fiir das Prifix-Summen-Problem bauen:
Wir berechnen einfach parallel alle S[i], indem wir mittels des Summenbildungsalgorith-
mus die Summe der ersten i Zahlen in X berechnen.

Schreiben Sie den skizzierten Algorithmus in WT-Représentation auf.
Wie viele Prozessoren braucht der Algorithmus?

Was ist die Laufzeit?

Was ist die Arbeit?

3.1.2 Algorithmus

Ein optimaler Algorithmus fir das Préfix-Summen-Problem

Jor j€{1,...,n} par do // Input
Bo[i] < X[i]

// Berechnung von immer ldngeren Teilsummen
Jor i — 1to logn seq do
for je{1,...,n/2"} par do
Bilj] < Bi-1[2] —1]+Bi-1[2]]

Clog n [1] S Blog n [1]

// Berechnung der finalen Partialsummen; C;[0] sei immer O
Jor i — logn—1to 0 seq do
for je{1,...,n/2'} par do
if | ist gerade then

34
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Préfix-Summen
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3 Einfache parallele Algorithmen
3.2  Pointer-Jumping

3.1.3 Analyse

Analyse des Algorithmus

Satz
Der Algorithmus berechnet die Préfix-Summen in Zeit O(logn) und Arbeir O(n).

Beweis. Zur Korrektheit siehe Ubungsaufgabe 3.1.

Die Laufzeit erhélt man sofort dadurch, dass sequentiell lediglich zwei Schleifen jeweils
logn oft durchlaufen werden. Die behauptete Arbeit ergibt sich daraus, dass in der Schleife
in Zeilen 5 bis 8 die Arbeit nz:igln 1/2"' < n geleistet wird und genauso in der Schleife

zwischen 13 und 19. O

3.1.4 Erweiterungen
Es missen nicht Prafix-Summen sein.

— Der Algorithmus funktioniert offenbar auch, wenn die Prifix-Produkte statt Prifix-
Summen berechnen wollen.
— Allgemein funktioniert er fiir alle assoziativen Operationen.

Zur Diskussion
Fiir welche weiteren assoziativen bindren Operationen konnte das Préafix-Summen-Problem
interessant sein?

3.2 Pointer-Jumping
3.2.1 Problemstellung

Ein zweites Problem, das in vielen Anwendungen auftaucht.
Das Wurzelproblem

Eingabe Gerichteter Wald.
Ausgabe Fiir jeden Knoten die Wurzel des Baumes, in dem er liegt.

Zur Diskussion
Sollten die Kanten zur Wurzel hin gerichtet oder weg gerichtet sein?

3.2.2 Algorithmus

Das Problem wird mittels Pointer-Jumping gel&st.

1 fori€{l,...,n} par do

2
3

while S[i] # S[S]i]] do
S[i] — S[S[i]]

3-8
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24 3 Einfache parallele Algorithmen
3.2  Pointer-Jumping

3.2.3 Analyse
312 Analyse des Pointer-Jumping-Algorithmus.
Satz

Der Pointer-Jumping-Algorithmus lost das Wurzelproblem in Zeit O(logh) und Arbeit
O(nlogh), wobei h die Hohe des Waldes ist (Linge des lingsten Pfades).

Beweis. Man zeigt per Induktion, dass sich in jeder Iteration die Hohe aller Bdume hal-
biert. Dies liegt daran, dass der Weg von einem Knoten zur Wurzel nach einem Jump-
Schritt nur noch halb so lang ist, da jeder zweite Knoten weggelassen wurde.

Hieraus ergibt sich eine Laufzeit von logh und damit eine Arbeit von O(nlogh). O

Zur Ubung
Dies ist nicht optimal. Wie lautet T*(n) und wie lautet der Algorithmus?

3.2.4 Erweiterungen
313 Man kann mehr berechnen als nur die Wurzel.

— Wihrend des Pointer-Jumpings kann man auch gleich noch die Entfernung das Kno-
tens von der Wurzel bestimmen.

— Allgemeiner kann jede Kante eine Zahl oder einen Wert erhalten und wie bei den
Prifix-Summen kann man mittels Pointer-Jumpings Pfad-Summen bestimmen.

1 forie{l,...,n} par do
2 while S[i] # S[S]i]] do

3 W(i] « W[i] @ W S[i]]
4 S[i] « S[S]i]]
314 Beispiel: Alle Wege fihren nach Rom.
Genua 5,,6 Pldcentld\c/a’ i 123 45¢6 7 8
~— 7? Siij] 322367382
Arlmmum
1N BOA B24 ISH RIS B28 28 mi

W i
A Ca%trum Fruentinum

Roma 2
Capua 3

\_\} Brundisium

C Rhegl



3 Einfache parallele Algorithmen
Zusammenfassung dieses Kapitels

i ?’% i 12345678
Y S[I]22227822
rimintim
\}‘\LB\W[I]30253431
Castrum~Fuentinum
Roma2
pua3
Brundisium
CRheglum
é Pldcentld i 2 3 45 6 7 8
20221212 2 2
025 6 5 31

Genua 5 1
Sli] 2
7#Ar1mmum H
WIi] 3
Castrum Truentmum

Roma 2
pua 3

1\Brundisium

C Rheglum

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. (Verallgemeinerte) Prdfix-Summen kann man in Arbeit O(n) und Zeit O(logn) be-
rechnen.

2. Mit Pointer-Jumping kann man Baumwurzeln in Arbeit O(nlogh) und Zeit O(logh)
berechnen.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 3.1 (Beweis der Korrektheit des Préafixsummenalgorithmus, mittel)
Zeigen Sie, dass der Prifixsummenalgorithmus von Projektion 3-6 korrekt ist.

Tipps: Dies ist eine einfache, aber etwas fummelige Induktion, in der man sich klar machen muss,
welche Teilsummen die Bj[j] und Ci[j] jeweils darstellen.

Ubung 3.2 (Pointer-Jumping nachvollziehen, leicht)

Es soll Pointer-Jumping benutzt werden, um in einem Wald mit gewichteten Kanten fiir jeden Knoten
das maximale Gewicht auf dem Pfad von der Wurzel des Knotens zur Wurzel zu berechnen.
Geben Sie dazu zu folgendem Wald den Inhalt der Arrays S und W zum Anfang und nach jedem
»Jump-Schritt« an:

3-15



3 Einfache parallele Algorithmen
Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 3.3 (Sortieren und Préfixsummen, schwer)
Im Speicher einer PRAM ist eine Folge Z(1), ..., Z(n) von Zeigern auf n Objekte gespeichert und
zusitzlich eine Folge B(1), ..., B(n), die jedem Objekt den Wert O oder 1 zuordnet. Die Objekte
sollen jetzt anhand der B-Werte sortiert werden, das heiflt in der Ergebnisliste stehen zuerst alle
Zeiger Z(i) mit B(i) = 0 und dann die mit B(i) = 1. Die Sortierung soll dabei stabil sein: Objekte
mit gleichem B-Wert sollen nach dem Sortieren in derselben Reihenfolge stehen wie vorher.
1. Geben Sie einen Algorithmus mit Laufzeit O(logn) und Arbeit O(n) an, der die Objekte wie
beschrieben sortiert.
2. Zeigen Sie, dass es einen Sortieralgorithmus fiir n Zahlen mit k Bits gibt, der eine Laufzeit
von O(klogn) und Arbeit von O(kn) besitzt.
Tipp: Benutzen Sie Radix-Sort.

Ubung 3.4 (Segmentierte Préfix-Summen-Problem, mittel)

Wir betrachten eine Variante des Prifix-Summen-Problems, das sogenannte segmentierte Prifix-
Summen-Problem. Gegeben ist eine Liste X = (X1,...,Xn) von Elementen aus einer Menge S und
ein assoziativer Operator ®: S x S — S. Weiterhin gibt es eine Bitfolge b = (b1,...,bn) mit by = 1.
Ausgegeben wird eine Liste Y = (y1,...,Yn) von Elementen aus S. Die Bitfolge b definiert eine
Unterteilung der Listen X und y in Segmente. Ein neues Segment beginnt immer dann, wenn b; =1
gilt; bei bj =0 wird das aktuelle Segment fortgesetzt. Das segmentierte Prifix-Summen-Problem
besteht nun darin, die Prifix-Summen getrennt fiir jedes Segment zu berechnen.

Im folgenden Beispiel wird die Liste x durch die Bitfolge b in vier Segmente eingeteil:

b= 1 0 0|1 0]1]1 o o0 0 O
x= 1 2 3|4 5|6 8 9 10 11
y= 1 3 6|4 9]16|7 15 24 34 45

1. Wir definieren den Operator ® auf Paaren (a,2),(a’,2') € {0,1} x S wie folgt:

L (a,z@7) ifa’ =0,
a,2)®(@,7)=
@2®@E.2) {(l,z’) ifa’ =1.
Zeigen Sie, dass ® assoziativ ist.
2. Geben Sie einen Algorithmus an, der das segmentierte Prifix-Summen-Problem einer n-
elementigen Liste auf einer EREW-PRAM in Zeit O(logn) 16st.



4 Paralleles Teilen und Herrschen

Kapitel 4

Paralleles Teilen und Herrschen

Teilbar = parallelisierbar

Lernziele dieses Kapitels

1. Divide-and-Conquer Algorithmus fiir die konvexe
Hiille kennen

2. Divide-and-Conquer Algorithmus fiir parallelen
Merge-Sort kennen

Inhalte dieses Kapitels

4.1

4.1.1
4.1.2
4.1.3
4.1.4

4.2

4.2.1
4.2.2
4.2.3

Konvexe Hiillen

Problemstellung . . . . ... ... ...
Sequentieller Algorithmus . . . .. ..
Paralleler Algorithmus . .. ... ...
Analyse . ... ... ...

Verschmelzen

Problemstellung . . . . ... ... ...
Einfacher paralleler Algorithmus . . . .
Ausblick: Optimaler Algorithmus . . . .

Ubungen zu diesem Kapitel

Wie jeder Informatikfeldherr weil3, lassen sich mit dem antiken »Teile und herrsche« viele
Probleme in den Griff bekommen. Jedoch: Erstens ist die Redewendung gar nicht antik
(siehe unten) und zweitens ist im Parallelen das Teilen oft leicht, das Herrschen (sprich:

Zusammenfiigen) weniger. Wie dies doch geht, darum soll es heute gehen.

Aus de.wikipedia.org/wiki/Divide_et_impera

Divide et impera (lateinisch fiir »Teile und herrsche«) ist eine Redewendung und steht fiir
das Prinzip, unter Gegnern Zwietracht und Uneinigkeit zu sden, um so in der Machtausiibung
ungestort zu bleiben. Es ist angeblich ein Ausspruch des franzodsischen Konigs Ludwigs XI.
(diviser pour régner), die lateinische Version geht vermutlich auf die Renaissance zuriick.
Heinrich Heine schrieb am 12. Januar 1842 aus Paris: »Ko6nig Philipp hat die Maxime seines
mazedonischen Namensgenossen, das >Trenne und herrsche<, bis zum schédlichsten UbermaB
ausgelibt.« Der gemeinte Namensgenosse war Philipp II. (359-336 vor Christus), der den grof3-
ten Teil des Balkans beherrschte. Die Redewendung ist wahrscheinlich nicht antik, wenngleich
die damit bezeichnete Strategie sehr alt ist und zum Beispiel in der romischen AuBlenpolitik oh-
ne Zweifel wiederzuerkennen ist. Sunzi (um 500 vor Christus) beschreibt »Teile und herrsche«

als eine Strategie der chinesischen Kriegskunst. [...]

Goethe formuliert in »Sprichwortliches« einen Gegenvorschlag:

Entzwei und gebiete! Tiichtig Wort. —
Verein und leite! Besserer Hort.

28
28
28
29
30

31
31
31
33

33
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4 Paralleles Teilen und Herrschen
4.1 Konvexe Hiillen

4.1 Konvexe Hiillen

4.1.1 Problemstellung

Das Konvexe-Hiille-Problem in 2D.
Problem
Eingabe Eine Menge von Punkten in der Ebene.
Output Die konvexe Hiille der Punkte (kleinstes Polygon, das alle Punkte enthilt).

/q»

< Eingabe

Ausgabe

Dieses Problem ist wichtig, wenn man maximale Entfernungen berechnen mochte oder
testen mochte, ob ein Punkt innerhalb einer Punktwolke liegt.

4.1.2 Sequentieller Algorithmus

Grahams Algorithmus fir das Problem.
Graham’s Scan berechnet sequentiell konvexe Hiillen in Zeit O(nlogn).
Er funktioniert wie folgt:

1. Bestimme den Punkt mit der kleinsten y-Koordinate.
2. Erkldren diesen Punkt zum Ursprung.
3. Sortiere die Punkte nach ihrem Polarwinkel (beispielsweise mittels Merge-Sort).
4. Fiir jeden Punkt tue nun folgendes:
4.1 Fiige den Punkt zur konvexen Hiille hinzu.
4.2 Ziehe an der Hiillenschnur.

Graham’s scan in action.

(1] Ps (2] Ps (3) Ps
P3 ” P3 g P7 >
P1 |Pa N Pa 6\ |Ps
p2 Pe P2 Pe P1 P2
(4] Ps [5) P3 0 Ps
S
P s p7 s P P
6\ | P5 o\ | P5 6\ |Ps
P1 P2 P1 p2 P1 P2
@ Ps (5] Ps [5) P3
S /! S
n 4 N> 4 N> — 44
o N4 o o\ | P5 o 6\ |Ps
P1 P2 P1 p2 P1 P2
@ P3 @ Ps3 @ P3
7
07 P4 . P4 07 7 1 Ps
N4 o\ | P5 6\ |Ps

P1 p2 P1 P2 P1 P2



4 Paralleles Teilen und Herrschen
4.1 Konvexe Hiillen

@ A3
,,/
o; T +Pa
g\ Ps
N
P1 p2

4.1.3 Paralleler Algorithmus

Ziel: Ein paralleler Algorithmus fir die konvexe Hiille.

— Graham’s Scan ist »sehr sequentiell«.

— Fiir einen (vorzugsweise optimalen) parallelen Algorithmus miissen wir uns etwas
Neues einfallen lassen.

— Idee: Divide-and-Conquer.

Divide-and-Conquer besteht aus drei Phasen:

1. Teile die Eingabe in mehrere gleichgrofie Teile.
2. Lose das Problem rekursiv auf den Teilen.
3. Fiige die Teile zu einem Ganzen zusammen.

Offenbar ist der zweite Schritt leicht zu parallelisieren, die Schwierigkeiten liegen beim
ersten und letzten Schritt.

Ein paralleler Algorithmus fir die konvexe Hiille.
Der Algorithmus beginnt mit einer Vorverarbeitung:

1. Wir sortieren die Punkt nach ihren X-Koordinaten. Dies geht in Zeit O(Iog2 n) und
Arbeit O(nlogn), wie wir spéter sehen werden.
2. Wir beschrinken uns auf das Problem, die obere konvexe Hiille zu finden.

Der eigentliche D&C-Teil geht nun wie folgt:

1. Teile die Punkte die erste und die zweite Hilfte beziiglich den x-Koordinaten.

2. Berechne rekursiv die konvexen Hiillen der Teile.

3. Zum Zusammenfiigen berechne die beiden Punkte auf den konvexen Hiillen, »unter-
halb« denen alle Punkte liegen.

Die Phasen des parallelen Algorithmus.

1. Teile die Punkte in die erste und die zweite Hilfte beziiglich den x-Koordinaten.

2. Berechne rekursiv die konvexen Hiillen der Teile.

3. Zum Zusammenfiigen berechne die beiden Punkte p® und p? auf den konvexen Hiillen,
»unterhalb« derer Verbindung alle Punkte liegen.

Pe P8 Pe Ps Pe Ps

p7 /P /P

BN
BN

=
©

ISe
=
©

ISg
=
©

e
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4 Paralleles Teilen und Herrschen
4.2  Konvexe Hillen

4.1.4 Analyse

Die Komplexitét des Algorithmus.
Lemma

Das Punktepaar (p°, pt) kann in Zeit O(logn) sequentiell berechnet werden.

Beweis. Ubungsaufgabe 4.1. O

Satz
Der parallele Algorithmus fiir die konvexe Hiille bendtigt Zeit O(Iog2 n) und Arbeit
O(nlogn).

Da, wie wir spitern sehen werden, das Sortieren O(log®n) dauert und Arbeit O(nlogn)
verursacht, miissen wir nur die Zeit und die Arbeit des Divide-and-Conquer-Teil berech-
nen.

Beweis des Satzes - Die Laufzeit.

Analyse der Laufzeit. Fiir die bendtigte Rechenzeit ldsst sich folgende Rekursionsformel
aufstellen:

T(n)=T(n/2)+c-logn,

wobei T (n/2) die in der Rekursion verbrachte Zeit ist und c-logn die Zeit zur Berechnung
der Punkte p° und p'. Das Umkopieren der Listen im Speicher geschieht in Zeit O(1).

Wir behaupten nun, dass fiir die Losung T(n) der Rekursion gilt T(n) < dlog?n. Dies
zeigt man durch Induktion. In der folgenden Rechnung wird die Induktionsvoraussetzung
in der zweiten Zeile angewandt, im letzten Schritt sei d hinreichend gro8.
T(n)=T(n/2)+clogn
< dlog?(n/2) +clogn
=dlog?n+ (c—2d)logn+d < dlog?n. O

Beweis des Satzes - Die Arbeit.

Analyse der Arbeit. Die Hauptarbeit fillt beim Zusammenfiigen der zwei Listen an, nach-
dem die Rekursion fertig ist. Diese Arbeit ist einmal O(logn) fiir die Berechnung der
Punkte p® und p! und dann nochmal O(n), um die Teillisten im Speicher nebeneinander
zu kopieren.

Dies ergibt die Formel:
W(n) =2W(n/2) +O(n).

Dies ist die gleiche Rekursionsformel wie bei Merge-Sort und hat bekanntermaflen die
Losung W (n) = O(nlogn). O



4 Paralleles Teilen und Herrschen
4.2  Verschmelzen

4.2 Verschmelzen
4.2.1 Problemstellung

Sortieren
Das Sortierproblem

Eingabe Liste von Zahlen (oder allgemein, Objekten)
Ausgabe Sortierte Liste

Zur Ubung
Geben Sie einen parallelen Sortier-Algorithmus an, der in Zeit O(logn) und mit Arbeit
O(n?) auskommt.

Tipp: Bestimmen Sie fiir jedes Element parallel, wo es in der sortierten Liste auftaucht.
Diese Position ist gleich der Anzahl der Element, die kleiner als es selbst sind.

Verschmelzen

— Um das Sortierproblem mit weniger Arbeit zu 16sen, konnen wir Merge-Sort verwen-
den.
— Offenbar ist nun das Problem, das Verschmelzen zu parallelisieren.

Das Verschmelzungsproblem

Eingabe Zwei sortierte Listen von Zahlen
Ausgabe Verschmolzene sortierte Liste

4.2.2 Einfacher paralleler Algorithmus

Eine Definition, die beim einfachen parallelen Verschmelzungs-Algorithmus
hilfreich ist.

Definition
Fiir eine sortierte Liste A von Zahlen und eine Zahl x ist der Rang von X in A die Stelle,
an die X in A einsortiert werden miisste.

Beispiel
Der Rang von 15 in der Liste (1,3,9,14,20,30) ist 5.

Offenbar kann der Rang eines Elementes sequentiell in Zeit O(logn) mittels bindrer Suche
ermittelt werden.

413
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4 Paralleles Teilen und Herrschen
4.2  Verschmelzen

Zur Ubung
Gegeben seien eine sortierte Liste A und zwei Elemente X; und X2 mit X3 < X2.

— Wie grof} sind parallele Zeit und Arbeit, die Rdnge von X; und X2 zu bestimmen?
— Seien r; und ry die Ridnge. An welchen Stellen landen dann X1 und X, wenn man sie
beide einfiigt?

Zur Ubung
Wie die vorherige Aufgabe, nur mit drei Zahlen X3 < X < X3.

Der einfache parallele Verschmelzungsalgorithmus.

Einfacher Verschmelzungsalgorithmus
Gegeben seien zwei sortierte Listen A und B.

— Bestimme parallel fiir jedes a; seinen Rang in B.
— Bestimme gleichzeitig parallel fiir jedes b; seinen Rang in A.
— Platziere parallel alle a; und b;j im verschmolzenen Array nach folgender Vorschrift:

— Ist rj der Rang von a; in B, so platziere @; an die Stelle rj+i— 1.
— Ist sj der Rang von bj in A, so platziere bj an die Stelle sj +i— 1.

Beispielablauf des Verschmelzungsalgorithmus.
Die Schritte des Algorithmus fiir die Eingaben

A = (10,20, 30,40,50,60, 70,80,90)
B = (1,2,3,41,42,43,81,82,100)

1. Die Ringe werden bestimmt. Die Rénge der @; in B und der bj in A lauten jeweils:

r=(4,4,4,4,7,7,7,7,9)
s=(1,1,1,5,5,5,9,9,10)

2. Die a; und b;j werden deshalb wie folgt platziert:

Position rj +i—1
Wert aj

4 5 6 71112131417
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Position Sj +i—1
Wert bj

3. Das Resultat ist

123 8 9101516 18
12341 42 43 81 82 100

123 45 6 7 8 91011 1213 141516 17 18
1231020 30 40 41 42 43 50 60 70 80 81 82 90 100

Position
Wert




4 Paralleles Teilen und Herrschen
Zusammenfassung dieses Kapitels

Die Komplexitit des einfachen Verschmelzungsalgorithmus.
Satz
Der einfache Verschmelzungsalgorithmus benotigt Zeit O(logn) und Arbeit O(nlogn).

Beweis. Es wird parallel n mal etwas getan, was O(logn) lange dauert. O

Eine einfache, aber noch nicht ausreichende Folgerung.

Folgerung
Das Sortierproblem kann in Zeit O(log?n) und Arbeit O(nlog®n) gelést werden.

Beweis. Wieder lassen sich zwei Rekursionsgleichungen aufstellen. Auf jeder Rekursions-
stufe wird O(logn) lange gearbeitet und das macht O(nlogn) Arbeit. Dies liefert:

T(n)=T(n/2)+O(logn),
W(n) =2W(n/2)+0O(nlogn).

Mit Induktion zeigt man nun, dass T(n) = O(log?n) und W (n) = O(nlog®n) hiervon
Losungen sind. 0

4.2.3 Ausblick: Optimaler Algorithmus

Wie bekommen wir einen optimalen parallelen Algorithmus?

Wir sind nicht optimal, da die Arbeit O(nlogn) statt O(n) ist.

— Wir miissen also Arbeit einsparen.

Der Trick ist, weniger zu parallelisieren.

In der Vorlesung zum Accelerated Cascading werden wir sehen, wie dies geht.

Mit diesem verbesserten Algorithmus werden wir dann in Zeit O(log?n) und Arbeit
O(nlogn) sortieren kénnen.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Divide-and-Conquer kann in parallelen Algorithmen ebenfalls genutzt werden.

2. Man kann die konvexe Hiille von n Punkten in Zeit O(log®n) und Arbeit O(nlogn)
berechnet werden.

3. Man kann zwei sortierte Listen der Linge n in Zeit O(Iog n) und Arbeit O(nlogn)
verschmelzen.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 4.1 (Schnelles Finden einer Tangente, schwer)

Beweisen Sie das Lemma von Projektion 4-10.

Tipps: Fiihren Sie gleichzeitig auf beiden Teilhiillen eine binédre Suche durch. In jedem Schritt sollten
Sie in beiden Teilhiillen jeweils die Hilfte der Punkte eliminieren. Um zu ermitteln, welche Punkte
eleminierte werden konnen, berechnen Sie Tangenten an die aktuellen Punkte und die Teilhiillen.
Berechnen Sie, wo diese Tangenten sich treffen und wo dieser Schnittpunkt relativ zu den aktuellen
Punkten auf der Tangente liegt (links oder rechts).

Ubung 4.2 (Anordnung von Punkten bestimmen, leicht)

Geben Sie ein moglichst einfaches und numerisch stabiles Verfahren an um festzustellen, ob ein
Punkt p links oder rechts von der durch die Punkte g; und g2 gehenden Gerade liegt.

420
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4 I_’aralleles Teilen und Herrschen
Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 4.3 (Programmodifikation, mittel)

Bei den Algorithmen zum Verschmelzen zweier Listen und beim Partitionierungsalgorithmus hatten
wir vorausgesetzt, dass alle Elemente paarweise verschieden sind. Wir betrachten nun Listen, die
auch gleiche Elemente enthalten diirfen.

Zeigen Sie, wie man mit Hilfe eines Vorverarbeitungsschrittes und eines Nachbearbeitungsschrittes
die Algorithmen auch fiir solche Listen verwenden kann. Geben Sie fiir die Vorverarbeitung und
die Nachbearbeitung je ein Verfahren an, das konstante Zeit und lineare Arbeit benétigt.

Tipps: Addieren Sie kleine Storwerte auf die Elemente.

Ubung 4.4 (Pointer-Jumping, schwer)
Im Speicher einer PRAM sei ein Wald mit n Knoten gespeichert. Dieser ist durch eine Liste P(1),
.., P(n) reprisentiert, wobei P(i) den Elternknoten des Knotens i angibt.
1. Geben Sie einen Algorithmus an, der die Anzahl der Bidume im Wald bestimmt.
2. Geben Sie einen Algorithmus an, der die Anzahl der Blitter im Wald bestimmt.
3. Geben Sie einen Algorithmus an, der die Grofie des groften Baumes im Wald bestimmt. Die
GrofBe eines Baumes ist dabei die Anzahl seiner Knoten. Der Algorithmus soll eine Laufzeit
von O(log?n) und eine Arbeit von O(nlogn) haben. Sie diirfen davon ausgehen, dass man n
Zahlen in Zeit O(log? n) und Arbeit O(nlogn) sorieren kann.



5 Pipelining Algorithmen

Kapitel 5

Pipelining Algorithmen

Arbeiter am Flief3band

Lernziele dieses Kapitels

1. Konzept des Pipelining verstehen und anwenden S.1 Pipelining
konnen

2. Konzept des 2-3-Baumes verstehen

3. Beispiel eines Pipelining Algorithmus kennen
(Einfiigen in 2-3-Baume)

52 2-3-Baume

Spitestens seit Charly Chaplins Film Modern Times weil man, dass Menschen fiir Flie§3-
bandarbeit nicht geschaffen sind. Ganz anders Computer: Ohne Murren konnen sie auch
die stupideste Aufgabe hingebungsvoll viele Billiarden Male wiederholen, bevor es ihnen
zu langweilig wird und sie zur Abwechselung — nur so zur allgemeinen Erheiterung — mal
einen Non-Maskable-Interrupt auslosen.

An einem FlieBband arbeiten mehrere Arbeiter parallel. Genauso werden beim Pipelining
im Rechner unterschiedliche Prozessoren gleichzeitig an unterschiedlichen »Arbeitspake-
ten« arbeiten. Ist ein Arbeiter mit einem Arbeitsschritt fertig (zum Beispiel dem Anschrau-
ben einer Mutter), so wird das Ergebnis zum néchsten Arbeiter befordert. Analog wird
beim einem Pipelining-Algorithmus jeder Rechner ein kleines Arbeitspaket abschlieen
und dann das Ergebnis an den nichsten Prozessor weiterreichen.

Wir werden heute das Pipelining an einem eher theoretischen Beispiel kennenlernen und
auch sonst werden die Pipeliningbeispiel so komplex sein, dass man sie eher nicht in
realem Code umsetzen wiirde. Jedoch ist Pipelining auch vom praktischen Standpunkt
aus enorm wichtig: Ohne die Prozessorpipeline oder auch Instruktionspipeline, welche in
allen modernen Prozessoren vorhanden ist und welche letztendlich genau eine parallele
Pipeline ist, wie wir sie in der heutigen Vorlesung betrachten werden, wiren moderne
Prozessoren locker um den Faktor 10 langsamer.

Inhalte dieses Kapitels

5.2.1 Was sind 2-3-Bidume?
522 Suchen in 2-3-Bdumen
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5 Pipelining Algorithmen

5.2  2-3-Baume

5.1 Pipelining

Die Idee beim Pipelining.

— Pipelining ist Fliefsbandarbeit.

— Verschiedene Personen (Prozessoren) arbeiten parallel and mehreren Dingen.

— Nach jedem Arbeitsschritt wird das Ergebnis an den néchsten Prozessor weiterge-
reicht.

(Zu) einfache Formalisierung des Pipelining.
Problemstellung

Eingabe Ein Folge von Werte Wy, Wp, ..., Wg.

Ausgabe Die Folge f(wy), f(wg), ..., f(wy).
Dabei ist f = fofn_10---0 fq.

Lésung mittels Pipelining
1. Im ersten Zeitschritt berechnet
— Py den Wert f1(wy).
2. Im zweiten Zeitschritt berechnet

— Py den Wert f1(wp),
— P, den Wert fa(f1(wq)).

3. Im dritten Zeitschritt berechnet

— Py den Wert f1(ws),
— P, den Wert fz(fl(Wz)),
— P53 den Wert f3(fa(f1(wq))).

4. Und so weiter.

5.2 2-3-Bdume
5.2.1 Was sind 2-3-Bdume?
Woas sind 2-3-Bdume?

2-3-Bdume sind eine Suchbaumstruktur.

Sie unterstiitzen die Operationen Einfiigen, Suchen und Loschen.

Sie unterscheiden sich von gewdhnlichen (binédren) Suchbiaumen dadurch, dass
1. alle Blitter dieselbe Hohe h haben.
2. jeder innere Knoten genau 2 oder 3 Nachfolger hat.

Wir nehmen auch noch an, dass nur die Blétter Daten halten (nicht unbedingt notig).

Zur Diskussion
Welche Vor- und Nachteile haben 2-3-Bdume gegebeniiber normalen Suchbaumen?
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5.2  2-3-Baume

Beispiel eines 2-3-Baums.

Anton, Lisa

Ken, Otto

Die Datenstruktur im Detail.

Jedes Blatt hilt einen Schliissel ;.
Fiir innere Knoten mit zwei Kindern v/ und v gilt:

— Alle Schliissel im Teilbaum von V' sind kleiner als die Schliissel im Teilbaum
von V.

— L[v] speichert einen Wert, der groBer als alle Schliissel im Teilbaum von V' ist
und kleiner als alle Schliissel im Teilbaum von v”.
Wir sagen, L[] trennt die Kindbdume.

Fiir innere Knoten mit drei Kindern V', v/ und v/

gilt:
— Alle Schliissel im Teilbaum von V' sind kleiner als die Schliissel im Teilbaum

von V", die wiederum kleiner als die Wert von V'’ sind.

— L[v] trennt die Werte in den Teilbdumen von V' und v".

M[v] trennt die Werte in den Teilbdumen von v" und v"”.

5.2.2 Suchen in 2-3-Bdumen

Suchen in 2-3-Bdumen
In 2-3-Bdumen sucht man wie in normalen Bindrbdumen (hier nach Ot0).

Anton, Lisa

Zur Ubung

Es soll parallel nach k Werten Wy, ..., Wy in einem 2-3-Baum gesucht werden. Uberlegen
Sie sich einen Algorithmus und geben Sie T (n,k) und W (n,k) an.
(Wem das zu leicht ist: Das Problem fiir EREW-PRAMs.)
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5 Pipelining Algorithmen

5.2  2-3-Baume

5.2.3 Einfigen in 2-3-Bdumen

Einfigen in 2-3-B&ume
Das Einfiigen eines neuen Knoten geschieht wie folgt:

— Zunichst wird die Einfiigestelle gesucht.

— Dann wird das Element als neues Blatt eingefiigt.
Hierdurch kann ein Knoten bis zu 4 Kinder bekommen.

— Ein Algorithmus Bereinigen sorgt dafiir, dass Knoten mit mehr als 3 Kindern ver-
schwinden.

Der Bereinigungsalgorithmus.
Bereinigung eines Knotens

— Eingabe ist ein Knoten mama mit bis zu 6 Kindern. Sei grofimutter der Elternknoten
von mama.

— Falls mama hochstens 3 Kinder hat, ist nichts zu tun.

— Sonst teile die Kinderliste in zwei Mengen K; und K. Jeder Teil besteht dann aus

hochstens 3 Knoten.

Mache mama zum Elternknoten von Kj.

Bilde einen neuen Knoten papa und mache ihn zum Elternknoten von k.

Fiige papa als Kind (Schwiegersohn) von grofimutter hinzu.

Bereinige grofimutter.

Einfigen von Ozzie.
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5.2  2-3-Baume

5.2.4 Paralleles Einfiigen

Paralleles Einfigen in 2-3-B&ume.
Problemstellung

Eingabe Ein 2-3-Baum und eine sortierte Liste (by,...,by) von Werten.

Ausgabe 2-3-Baum, in den die Werte eingefiigt wurden.

Gesucht ist ein paralleler Algorithmus, der in Zeit O(logk 4+ logn) und Arbeit O(klogn)
lauft.

Zur Ubung
Wie lautet T*(n)?

Der Algorithmus fisr das parallele Einfiigen in 2-3-Bdume.
Der einfache Fall.

Algorithmus (einfacher Fall)

1. Wir ermitteln fiir jeden Wert, wo er eingefiigt werden muss.

2. Wir fassen alle Elemente zu einem Block zusammen, welche beim Einfiigen Kind
desselben inneren Knotens wiirden.

3. Im einfachen Fall haben alle Blocke Grofie hochstens 3.

4. Dann fiigen wir alle Werte parallel ein und rufen parallel Bereinigen fiir allen inneren
Knoten auf, wo wir etwas eingefiigt haben.

Beispiel fir den einfachen Fall.

— Nehmen wir an, wir wollen folgende Liste einfiigen: (A,B,C,Lo,Lp,Lq,Y,Z)
— Dann bilden sich die Blocke (A,B,C) und (Lo,Lp,Lq) und (Y,Z).
— Da jeder Block GroBe hochstens 3 hat, liegt der einfache Fall vor.

Analyse des einfachen Falls.

Satz
Der Algorithmus fiir den einfachen Fall fiigt die Werte in Zeit O(logn) und Arbeit
O(klogn) ein.

Beweis. - Die Baumtiefe ist O(logn) und der Algorithmus lduft einmal »zu dem Blét-
tern« und dann einmal »zur Wurzel zuriick«.
— Da wir dies fiir alle Elemente der Liste gleichzeitig tun, ist die Arbeit O(klogn). O
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5.3  Pipelining und 2-3-Bdume

Der Algorithmus fir das parallele Einfiigen in 2-3-Bdume.
Der schwierige Fall.

Algorithmus (schwieriger Fall)

1. Wir ermitteln fiir jeden Wert, wo er eingefiigt werden muss.

2. Wir fassen alle Elemente zu einem Block zusammen, welche beim Einfiigen Kind
desselben inneren Knoten wiirden.

3. Im schwierigen Fall sind machen Blocke grofer als 3.

4. Solange noch Blocke grofler 3 vorhanden sind, verfahre wie folgt:

— Von jedem groBen Block nehmen wir die mittleren drei Elemente heraus. Dies
teilt den Rest in zwei neue Blocke auf.

— Alle herausgenommenen Elemente fiigen wir mittels des einfachen Algorithmus
ein.

Beispiel fiir den schwierigen Fall.

Nehmen wir an, wir wollen folgende Liste einfiigen: (A,B,C,D,E,F,G,H,I).
Dann bildet sich nur ein Block.

Im ersten Schritt werden nun (D,E,F) mit dem einfachen Algorithmus eingefiigt.
Im zweiten Schritt dann parallel (A,B,C) und (G,H,1).

Analyse des schwierigen Falls.

Saiz

Der Algorithmus fiir den schwierigen Fall fiigt die Werte in Zeit O(logk-logn) und Arbeit
O(klogn) ein.

Beweis. - Jeder Aufruf des einfachen Verfahrens dauert O(logn) lange.
— Nach jedem Aufruf ist die BlockgroBe halbiert — also gibt es nur O(logk) Aufrufe. [

5.3 Pipelining und 2-3-Bdume
5.3.1 Verbesserung durch Pipelining
Was noch zu tun ist.

— Wir wollen die Laufzeit von O(logklogn) auf O(logk +logn) driicken.
— Dazu wollen wir Pipelining verwenden.
— Es helfen uns zwei Beobachtungen:

1. Wenn wir die neuen Blocke bilden, wissen wir schon, wo sie gleich eingefiigt
werden miissen (ndmlich als Kinder der neugebildeten Mama und Papa).

2. Wihrend Bereinigen auf die GroBmutter angewandt wird, kann man schonmal
die neuen Kinder zur Mama hinzufiigen und dann die Mama bereinigen.
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Pipelining Algorithmen
Zusammenfassung dieses Kapitels

Der Algorithmus mit Pipelining.

Algorithmus (pipelined)

1.
2.

Wir ermitteln fiir jeden Wert, wo er eingefiigt werden muss.

Wir fassen alle Elemente zu einem Block zusammen, welche beim Einfiigen Kind
desselben inneren Knoten wiirden.

Im schwierigen Fall sind manche Blocke grofler als 3.

Solange noch Blocke grofler 3 vorhanden sind, verfahre wie folgt:

— Von jedem grofien Block nehmen wir die mittleren drei Elemente heraus. Dies
teilt den Rest in zwei neue Blocke auf.

— Starte den einfachen Algorithmus fiir alle herausgenommen Elemente.

— Warte nicht, bis der einfache Algorithmus fertig ist, sondern starte sofort mit
den neuen Blocken.

Zusammenfassung dieses Kapitels

A WN —

2-3-Bdume sind immer balanciert.

Man kann eine sortierte Liste optimal parallel in einen 2-3-Baum einfiigen.

Zur Beschleunigung haben wir Pipelining benutzt.

Pipelining bedeutet, dass Prozessoren Ergebnisse an andere Prozessoren weiterrei-
chen, wihrend sie selber an neuen Eingaben arbeiten.

5-22
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Worum Wenn man naiv an den Entwurf paralleler Algorithmen herangeht, so parallelisiert man
esg};i'fe schnell »alles und jedes«. Dies fiihrt leider schnell dazu, dass die Prozessoren ganz eif-

rig rechnen, die insgesamt geleistete Arbeit aber schnell uferlos steigt. Dabei ist schon
eine parallele Arbeit, die auch nur um einen logarithmischen Faktor grofer ist als die
optimale sequentielle Laufzeit, nicht akzeptabel: Fiir eine realitische Eingabegrofie wie
n = 1000 werden wir zu recht die Nase iiber einen Algorithmus riimpfen, der auf einem
System mit zwei Quad-Core-Prozessoren langsamer ist als ein ganz einfacher sequentieller
Algorithmus.

Oberstes Gebot bei parallelen Algorithmen muss sein, die Arbeit niedrig zu halten.
Was aber tun, wenn durch die Parallelisierung die Arbeit steigt? Weniger parallelsie-
ren! »Accelerated-Cascading« ist der vornehme Fachausdruck hierfiir, letztendlich geht es
aber einfach darum, weniger zu arbeiten indem man weniger parallelisiert. Natiirlich wol-
len wir das Kind nicht mit dem Bade ausschiitten und zu radikal »sequentialisieren«. Der
Trick ist, gerade so viel weniger zu parallelisieren, dass die Geschwindigkeit nicht wichst,
die Arbeit aber merklich fillt. Dieser Balanceakt gelingt nicht immer, aber meistens.

Das erste Beispiel an dem Accelerated-Cascading heute demonstriert wird ist auf den er-
sten Blick schon fast beleidigend einfach: Die Bestimmung des Maximums von n Zahlen.
Trivialerweise ist dieses Problem sequentiell in Zeit O(n) 16sbar und parallel natiirlich in
Zeit O(logn) und Arbeit O(n). Die hohe Kunst ist nun, es deutlich schneller hinzubekom-
men. Verbliiffenderweise kann man das Maximum von n Zahlen sogar in konstanter (!) Zeit
berechnen, dies geht aber massiv auf Kosten der Arbeit, welche auf O(n?) hochschnellit.
Mittels Accelerated-Cascasing und weiteren Raffinessen werden wir dies ausbalancieren
und eine Laufzeit von O(loglogn) bei einer Arbeit von O(n) hinbekommen.



6 Accelerated-Cascading
6.1  Vorbereitung: Das Maximumproblem

6.1 Vorbereitung: Das Maximumproblem
6.1.1 Problemstellung

Die Hauptproblemstellung fir heute.
Das Maximumproblem

Eingabe Eine Liste A von n Zahlen.

Ausgabe Das Maximum von A.

Wie schnell l&sst sich das Problem [5sen?
1. Offenbar ist T*(n) =n.
2. Es gibt einen EREW-Algorithmus mit T (n) = O(logn) und W (n) = O(n).
3. Es gibt einen CRCW-Algorithmus mit T (n) = O(1) und W (n) = O(n?).
4. Unser Ziel: Ein CRCW-Algorithmus mit T (n) = O(loglogn) und W (n) = O(n).

6.1.2 Langsamer, optimaler Algorithmus

Ein langsamer, aber optimaler EREW-Algorithmus fir das Maximumproblem.
Sie sollten in der Lage sein, folgende Aufgabe in 10 Minuten zu 16sen.
Lernkontrolle

Schreiben Sie den Programmtext eines EREW-Algorithmus auf Papier auf, der das Ma-
ximumproblem in Zeit O(logn) und Arbeit O(n) 15st.

6.1.3 Schneller, verschwenderischer Algorithmus

Ein schneller CRCW-Algorithmus fir das Maximumproblem.
Ziel und Vorbereitung.

Ziel

Ein CRCW-Algorithmus, der das Maximumproblem in Zeit O(1) 16st.

Hierzu ist eine kleine Voriiberlegung niitzlich.

Satz
Das Maximumproblem kann in Zeit O(1) und Arbeit O(n) geldst werden, wenn alle Zahlen
nur 0 oder 1 sind.

Beweis.
input A[1], ..., Aln]
m«—0
forie{l,...,n} par do
if Ali] =1 then
m—1
output m

6-4
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6 Accelerated-Cascading
6.1  Vorbereitung: Das Maximumproblem

Ein schneller CRCW-Algorithmus fir das Maximumproblem.
Der Algorithmus.

input A[1], ..., Aln]
// Vorbereitung
forie{l,...,n} par do
for je€{1,...,n} par do
if Alj] > Ali] then Bi, j] « 1 else BJi,j] < 0

// Zeilenmaxima
forie{l,...,n} par do
M[i] < max{B][i,1],...,BJi,n]}

// Gesamtmaximum

forie{l,....,n} par do
if Cli] =0 then
m«— i
output m

Ein schneller CRCW-Algorithmus fir das Maximumproblem.
Die Analyse.

Satz

Der CRCW-Algorithmus berechnet das Maximum von n Zahlen in Zeit O(1) und Arbeit
0o(n?).

Beweis. — Die Zeit ist konstant, da nur konstant viele sequentielle Schritte auszufiihren
sind (ndmlich 3 oder 4, je nach Rechnung).
— Es werden nur O(n?) Prozessoren benutzt. Da diese nur eine konstante Anzahl Schritte
arbeiten, kann die Arbeit auch nur O(n?) sein.
O

6.1.4 Schneller, fast optimaler Algorithmus

Ein schneller, fast optimaler CRCW-Algorithmus.

Ziel und Vorbereitung.

Ziel

Ein optimaler CRCW-Algorithmus, der das Maximumproblem moglichst schnell 16st.
Zur Erinnerung:

- »optimal« bedeutet hier »in Arbeit O(n)«.
— Wir konnen das Problem optimal in Zeit O(logn) auf einer EREW-PRAM l6sen.
Wir suchen deshalb:
— Einen Algorithmus, der schneller als O(logn) ist.
— Wir werden in einem spéteren Kapitel sehen, dass man nicht schneller als O(loglogn)
werden kann.
— Also setzen wir uns O(loglogn) als Ziel.

Hilfsmittel: Doppelt-logarithmische B&ume.

Definition (Doppelt-logarithmischer Baum)
Ein doppelt-logarithmischer Baum ist wie folgt aufgebaut:

Alle Blitter liegen auf einer Hohe, genannt Ebene 0.

Thre Eltern bilden die Ebene 1, deren Eltern die Ebene 2, und so weiter.
Jeder Knoten auf Ebene 1 hat 2 =21 = 220 Kinder.

Jeder Knoten auf Ebene 2 hat 4 = 22 = 221 Kinder.

Jeder Knoten auf Ebene 3 hat 16 = 24 = 222 Kinder.

Jeder Knoten auf Ebene 4 hat 256 = 28 = 223 Kinder.

Jeder Knoten auf Ebene 5 hat 65536 = 216 = 22! Kinder.

— Jeder Knoten auf Ebene i hat 22 Kinder.
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6.1  Vorbereitung: Das Maximumproblem

Visualisierung des doppelt-logarithmischen Baums mit drei Ebenen.

Tiefe und Blatteranzahl von doppeltlogarithmischen B&umen.

Zur Ubung
Wie viele Blitter hat ein doppelt-logarithmischer Baum mit

einer Ebene?
zwei Ebenen?
drei Ebenen?
vier Ebenen?
fiinf Ebenen?
i Ebenen?

o O A WN =

Folgern Sie: Hat ein doppelt-logarithmischer Baum n Knoten, so ist seine Tiefe log(1+
logn) <1+ loglogn.

(Daher der Name.)

Maximale Anzahl von Kindern in doppelt-logarithmischen B&umen.

Lemma

In einem doppelt-logarithmischen Baum mit N Knoten hat die Wurzel v/2n Kinder.

Beweis. - Die Wurzel liegt auf der Ebene der Hohe des Baumes, also auf Ebene log(1+
logn). ‘
— Knoten auf Hohe i haben 22" Nachfolger.
— Also hat die Wurzel

22Iog(l+logn)71 _ 22Iog(l+|ogn)/2 _ 2(1+Iogn)/2 _ (2|"|)1/2 _ \/ﬁ

Kinder.

Ein schneller, fast optimaler CRCW-Algorithmus.
Der Algorithmus.

— Nehmen wir an, dass n die Grofle eines doppelt-logarithmischen Baumes ist (also
n—22-1 fiir ein k).
— Wir »stellen uns vor«, dass ein Baum iiber die Eingaben gelegt wird.

input A[1], ..., Aln]
Jor i — 1to log(1+logn) seq do
Jor alle Knoten K auf Ebene i par do
Berechne das Maximum der Kinder von K mit dem schnellen Algorithmus
Speichere das Maximum im Knoten k
output Wert an der Wurzel
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6.2  Methodik: Accelerated Cascading

Ein schneller, fast optimaler CRCW-Algorithmus.
Die Analyse.

Satz
Der neue CRCW-Algorithmus berechnet das Maximum von n Zahlen in Zeit O(loglogn)
und Arbeit O(nloglogn).

Beweis. - Fiir die Zeit:
- Es gibt O(loglogn) serielle Schleifendurchliufe.
— In jedem Schleifendurchlauf wird nur konstant lange gerechnet, also ist die
Laufzeit O(loglogn).
— Fiir die Arbeit:
— Wir zeigen, dass in jedem Durchlauf hichstens O(n) gearbeitet wird.
In jedem Durchlauf werden die Wurzeln von x Teilbdumen der GroBe n/x be-

handelt.
— Diese Wurzeln haben /2n/x Kinder.
2
- Also ist die Arbeit O(Xy/2n/x") = O(2n). O

6.2 Methodik: Accelerated Cascading
6.2.1 Idee

Ziel des Accelerated Cascading: Gut und schnell.

— Wir haben einen schnellen, aber nicht optimalen Algorithmus gegeben.

— Weiterhin haben wir einen langsamen, aber optimalen Algorithmus gegeben.

— Ziel von Accelerated Cascading ist, sie zu vereinigen und einen schnellen optimalen
Algorithmus zu erhalten.

Allgemeine Vorgehensweise
— Teile die Eingabe in viele kleine Teile auf.
— Wende den langsamen Algorithmus auf die kleinen Teile parallel an.
Dies ist langsam, aber bei kleinen Eingaben nicht schlimm.
— Wende den schnellen Algorithmus auf die Ergebnisse an.
Dies kostet viel Arbeit, aber es gibt nur noch wenige Eingaben.

6.2.2 Beispiel: Maximumproblem

Beispiel eines Accelerated Cascading

Ein schneller optimaler CRCW-Algorithmus.

Ziel

Ein CRCW-Algorithmus, der das Maximumproblem in Zeit O(loglogn) und Arbeit O(n)
16st.

Zur Erinnerung:
— Wir haben einen schnellen, aber nicht optimalen Algorithmus, der Zeit O(loglogn)
und Arbeit O(nloglogn) bendtigt.
— Wir haben einen langsamen, aber optimalen Algorithmus mit Zeit O(logn) und Arbeit
O(n).

Beispiel eines Accelerated Cascading
Ein schneller optimaler CRCW-Algorithmus.

Algorithmus zur Maximumsbildung
1. Teile die Eingabe in Blocke der Grofie loglogn auf.
2. Bestimme fiir alle Blocke parallel das Maximum.
3. Wende den schnellen Algorithmus auf die n/loglogn Ergebnisse an.

Analyse
— Die ersten beiden Schritte dauern O(logloglogn) und machen O(n) Arbeit.
— Der letzte Schritt dauert hichstens O(loglogn) und die Arbeit ist O(n/loglogn -
loglogn) = O(n).
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6.2  Methodik: Accelerated Cascading

6.2.3 Beispiel: Verschmelzung

Beispiel eines Accelerated Cascading

Ein schneller optimaler Verschmelzungsalgorithmus.

Ziel

Ein Verschmelzungsalgorithmus, der zwei sortierte Listen in Zeit O(logn) und Arbeit
O(n) verschmilzt.

Zur Erinnerung:

— Es war einfach, einen Algorithmus anzugeben, der in Zeit O(logn) und Arbeit
O(nlogn) zwei Listen A und B verschmilzt: Suche mit binérer Suche fiir jedes Ele-
ment a; seine Position r;j in B und platziere a; und Stelle rj +i— 1, umgekehrt mit
den b;.

— Wir konnen sequentiell in Zeit O(n) und Arbeit O(n) zwei Listen verschmelzen.

Die Ideen beim optimalen parallelen Algorithmus

Anstatt alle Positionen parallel zu bestimmen, tun wir dies nur fiir jede (logn)-te
Zahl.

— Wir unterteilen also A in Intervalle der Linge logn. Nenne wir die Intervalle
Ar, Ay, ..., An/logn-

— Dann bestimmen wir fiir das erste Elemente jedes Intervalls den Rang dieses
Elements in B.

— Dies unterteilt B in n/logn Intervalle By, ..., Bpy/jogn-

Wiren alle B;j von der GroBe O(logn), so konnten wir parallel jedes Aj mit seinem
B; sequentiell verschmelzen und hitten den gewiinschten Algorithmus.

Da die Bj aber im Allgemeinen zu grof} sind, wiederholen wir den Algorithmus nun
nocheinmal fiir jedes Paar (Aj,Bj), aber mit vertauschten Rollen.

Dies liefert Subblocke A; j und B; j die Groe hochstens O(logn) haben und deshalb
alle gemeinsam in Zeit O(logn) und Arbeit O(n) verschmolzen werden kénnen.

Beispiel einer Verschmelzung
Aufteilung des ersten Arrays.

Die Eingaben seien

i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Aij |1 3 4 7 9 15 17 19 22 24
Fi
Bij|2 5 8 12 13 14 16 20 21 25

Wir bestimmen nun parallel lediglich die Rénge der Blockanfiinge.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 3 4 7 9 15 17 19 22 24
i |1 3 8 10

2 5 8 12 13 14 16 20 21 25
Wir miissen nun noch verschmelzen:

Ay = (1,3,4) mit B; = (2,5).

- Ay =(7,9,15) mit B, = (8,12,13,14,16).
- As = (17,19,22) mit Bg = (20,21).

- Ag = (24) mit B4 = (25).

A WN —

Dies ist einfach, aufler bei B,.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Beispiel einer Verschmelzung

Aufteilung der Blécke im zweiten Array.

Fiir die »zu groflen« B;-Blocke wiederholen wir das Spiel (hier nur fiir den einzigen zu
groBBen Block gezeigt):

i|1 2 3 4 5
Afil |7 9 15
ij[8 12 13 14 16

Wir bestimmen nun parallel wieder lediglich die Rénge der Subblockanfiinge.

i1 2 3 4 5
Adil |7 9 15

ij|8 12 13 14 16
Si | 2 3

Wir miissen also fiir A, und B, nun noch verschmelzen:
1. Ay = (9) mit By 1 = (8,].27 13).
2. App = (15) mit By p = (14,16).
Nun enthalten sicherlich alle A; j und B; j hochstens logn Elemente.

Die Komplexitét des optimalen Verschmelzungsalgorithmus.

Satz
Der optimale Verschmelzungsalgorithmus benotigt Zeit O(logn) und Arbeit O(n).

Folgerung
Das Sortierproblem kann in Zeit O(log?n) und Arbeit O(nlogn) geldst werden.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Man kann das Maximum von n Zahlen bestimmen in
— Zeit O(logn) und Arbeit O(n) auf einer EREW-PRAM.
— Zeit O(1) und Arbeit O(n?) auf einer CRCW-PRAM.
— Zeit O(loglogn) und Arbeit O(n) auf einer CRCW-PRAM.
2. Accelerated Cascading bedeutet, einen schnellen und einen optimalen Algorithmus
zu einem schnellen, optimalen Algorithmus zu verschmelzen.
3. Man kann zwei sortierte Listen der Lange n in Zeit O(Iog n) und Arbeit O(n) ver-
schmelzen.

Ubungen zu diesem Kapitel

Herr Lenz ist Manager bei der Bunte-Bilder AG, einer grofen Beratungsfirma. Derzeit
fiihrt Herr Lenz die Planung mehrerer Projekte durch, die alle am 1. Juni beginnen werden.
Jedes Projekt besteht aus mehreren Arbeitspaketen. Fiir jedes Arbeitspaket hat er sich in
einer Tabelle aufgeschrieben, wie viele Tage das Paket vermutlich dauern wird und zu
welchem Projekt es gehort:

Paketnummer 1 2 3 4 5 6 7 8
Arbeitsaufwand 1d 10d 5d 1d 9d 2d 4d 1d
Projekt IBM SAP IBM IBM SAP Bund SAP Bund

Herr Lenz mochte nun wissen, wann welches Arbeitspaket anfangen kann. Beispielsweise
konnen die ersten beiden Pakete am 1. Juni starten, das dritte kann am 2. Juni starten,
das vierte am 7. Juni, das fiinfte am 11. Juni, das sechste am 1. Juni und so weiter.

Bei den folgenden Aufgaben geht es nun darum, dieses Problem mit einer PRAM in Zeit
O(logn) und Arbeit O(n) zu 16sen, wenn n die Anzahl der Pakete ist und es hochstens
logn unterschiedliche Projekte gibt. Dazu soll im Speicher der PRAM ein Array A mit
den Arbeitsaufwinden (also A[1] =1 und A[2] = 10) gespeichert sein und ein Array P
mit Projektnummern (die Projekte seien also durchnummeriert von 1 bis logn, dabei steht
dann 1 fiir die IBM, 2 fiir SAP und so weiter).



6 Accelerated-Cascading
Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 6.1 (Umwandlung in Vektordarstellung, leicht)

Jedes Arbeitspaket kann als Vektor mit logn Elementen aufgefasst werden, der an Stelle P[i] den
Eintrag A[i] hat und ansonsten nur Nullen. Geben Sie einen Algorithmus an, der zu jedem Paket
einen solchen Vektor anlegt. Wie grof} sind Zeitbedarf und Arbeit Thres Algorithmus? (Sie diirfen
voraussetzen, dass der Speicher mit Nullen initialisiert ist.)

Ubung 6.2 (Prafixsummen bei Vektoren, mittel)

Geben Sie den Code eines Algorithmus an, der auf der Liste der Vektoren die Prifixsummen
berechnet. Die Summe zweier Vektoren ist dabei komponentenweise zu verstehen. Der Algorithmus
soll eine Laufzeit von O(logn) besitzen. Beantworten Sie folgende Fragen:
1. Wie grofB} ist seine Arbeit?
2. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Prifixsummen der Vektoren und den eigentlich
gesuchten Anfangszeiten der Pakete?

Ubung 6.3 (Accelerated-Cascading, schwer)

Um die Arbeit des Algorithmus zu verringern, soll nun Accelerated-Cascading verwendet werden.
Dazu unterteilen wir die Liste der Pakete in n/logn Blocke einer Lénge von jeweils logn. Fiir jeden
Block ldsst sich nun ein Vektor mit logn Eintrdgen bestimmen, der die Summe der aller Vektoren
des Blockes beinhaltet.

Geben Sie einen Algorithmus an (eine Beschreibung geniigt, Code ist aber auch in Ordnung), der
zu jedem Block einen solchen Vektor bestimmt und anschlieBend auf alle diese n/logn Vektoren
den Prifixsummen-Algorithmus aus der vorherigen Aufgabe anwendet. Die Laufzeit soll O(logn)
betragen und die Arbeit O(n).

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den hier errechneten Prifixsummen der n/logn Vektoren
und den eigentlich gesuchten Préfixsummen?

Ubung 6.4 (Bestimmung der fehlenden Werte, schwer)

Erweitern Sie den Algorithmus aus der vorherigen Aufgabe, so dass nun die von Herrn Lenz
gesuchten Werte in einer Laufzeit von O(logn) und Arbeit von O(n) berechnet werden.
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Lernziele dieses Kapitels
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. Einfachen 3-Férbealgorithmus kennen
. Schnellen 3-Firbealgorithmus kennen
. Optimalen 3-Firbealgorithmus kennen

7 Aufbrechen von Symmetrien

Kapitel 7

Aufbrechen von Symmetrien

Alle Tiere sind gleich, aber manche sind gleicher als andere

Inhalte dieses Kapitels

. Problematik der Symmetrie kennen 7.1 Motivation 51
7.2 Férbealgorithmen 52

7.2.1 Einfacher Algorithmus . ... ... .. 52

7.2.2 Schneller Algorithmus . . .. ... .. 53

7.2.3 Optimaler Algorithmus . . . . ... .. 54

Ubungen zu diesem Kapitel 54

Heute wird es bunt; wir werden munter Knoten in Kreisen und Listen anpinseln, wobei wir
aus haushaltstechnischen Griinden mit den Farben sparsam umgehen miissen. Ziel dabei
ist weniger eine besonders dsthetische Bemalung einer Liste als vielmehr das Finden von
unabhdngigen Mengen. Zur Erinnerung: Bei einer (giiltigen) Férbung eines Graphen haben
durch Kanten verbundene Knoten unterschiedliche Farben. Folglich bilden alle Knoten der
selben Farbe eine unabhdngige Menge, was sie dazu wiederum pridestiniert, unabhingig
(sprich: parallel) verarbeitet zu werden.

Das Firben von Graphen ist eine Wissenschaft fiir sich. Der beriihmte Vier-Farben-Satz
besagt, dass sich jeder planare Graph mit vier Farben firben ldsst. Anderseits wissen Sie
auch, dass die Frage, ob sich ein Graph mit drei Farben férben ldsst, NP-vollstidndig ist.
SchlieBlich ist es wiederum leicht, einen Graphen mit zwei Farben zu férben, falls dies
moglich ist (durch eine Breitensuche). Wir wollen heute eine besonders einfache Art von
Graphen firben: Listen (eine andere Bezeichnung fiir gerichtete Pfade in diesem Kontext).
Offenbar lésst sich jede Liste mit zwei Farben (zum Beispiel »schwarz« und »weill«, auch
wenn dies nicht gerade Paradebeispiele von »Farben« sind) farben, ndmlich immer schon
abwechselnd.

Die Kunst ist nun aber, Listen parallel zu farben. Da Listen prinzipbedingt »kreuz und
quer« im Speicher liegen, gibt es da ein kleines Problem: Sollte das Listenelement an
Speicherstelle 234255 nun schwarz oder weill gefirbt werden? Das Vorgingerelement
liegt iibrigens an Speicherstelle 1024 und der Nachfolger an Stelle 65500. Offenbar »sieht
man einer Speicherstelle nicht an«, ob sie nun schwarz oder weils werden soll.

Mit etwas List und Tiicke werden wir dieses Problem aber 16sen: Zunichst schrauben
wir unsere Anspriiche herunter und versuchen lediglich, eine Fiarbung mit einer »kleinen
Anzahl« an Farben zu berechnen. Das ist dann ja schonmal etwas. In weiteren Schritten
werden wir die Farbanzahl dann immer weiter reduzieren, bis wir nur noch drei Farben
brauchen. Damit werden wir es fiir heute gut sein lassen, um auf zwei Farben zu kommen
werden wir noch eine Menge weiterer List und Tiicke brauchen.



7 Aufbrechen von Symmetrien
7.2 Motivation

7.1 Motivation

Das Problem der Symmetriebrechung.

Problemstellung
Eingabe Eine durch Zeiger verkettete Liste oder ein Ring von Objekten.
Ausgabe Ein giiltige Farbung der Objekte.

Eine giiltige Firbung bedeutet, dass durch einen Zeiger verbundene Objekte unterschied-
lich gefarbt sind.
Offenbar kann man eine Liste immer mit zwei Farben giiltig firben, einen Ring immer
mit drei Farben.

Eine Liste im Speicher und als Bild.

Visualisierung einer giiltig gefarbten Liste

OROROZONORO=ORORO

Speicherung der Liste

Positoni 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nachfolger S(i) 2 5 9 3 4 7 - 6 8
Farbec(i) 0 1 0 1 0 1 0 0 1

Warum Férbealgorithmen wichtig sind.

— Gleich gefirbte Objekte stehen nie nebeneinander.

— Dies ist unter Umstinden beim Parallelisieren wichtig: Man erzeugt zuerst eine Far-
bung, dann bearbeitet man alle gleich gefdrbten Objekte gleichzeitig — dabei kommt
man sich nicht »ins Gehege«.

— Man spricht statt von Férben auch von Symmetriebrechung: In der ungefirbten Liste
sieht lokal »alles gleich aus«, in der gefarbten nicht mehr.

— Anwendungen werden wir in den nidchsten Wochen kennen lernen.

Das Produkt vieler Matrizen.

Problemstellung
Eingabe Verkettete Liste der Lange n von (4 x 4)-Matrizen.
Ausgabe Produkt der Matrizen in der durch die Verkettung gegebenen Reihenfolge.

Sie sollten in der Lage sein, folgende Frage beantworten zu konnen:

Lernkontrolle
Mit welcher Methode kann man dieses Problem in Zeit O(logn) und Arbeit O(nlogn)
16sen?

Eine Anwendung von Farbungen.
Ziel
Wir wollen die Arbeit auf O(n) zu driicken.

Idee
Wiederhole folgendes:
1. Jeder zweite Prozessor in der Liste berechnet das Produkt seiner Matrix und der
Matrix des Nachfolgers.
2. Losche den Nachfolger aus der Liste.

Problem
Einem Prozessor sieht man nicht an, ob er an einer »ungeraden Stelle« in der Liste
auftaucht.

Lésung (grobe Idee)
Wir erstellen eine legale Farbung und bearbeiten dann alle mit einer der Farben geférbten
Matrizen.
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7 Aufbrechen von Symmetrien
7.2  Férbealgorithmen

7.2 Farbealgorithmen
7.2.1 Einfacher Algorithmus

Die genaue Problemstellung.

Allgemeine Problemstellung fir heute
Eingabe Ein gerichteter Zyklus G = (V,E) mitV = {1,...,n}. Dieser ist gegeben durch
einen Array S, wobei SJi] der Nachfolger von i ist.
Ausgabe Ein giiltige Fiarbung der Objekte, also eine Funktion C:V — N mit C[i] #

c[S[il).

— Unser Ziel ist natiirlich, mit moglichst wenigen Farben auszukommen (idealerweise
nur 3).
— Offenbar gilt T*(n) = O(n).

Ein ganz einfacher Algorithmus.

forie{l,....,n} par do
Cli] < i

— Dieser Algorithmus liefert eine giiltige Farbung.
— Er ist sehr schnell und optimal.
— Er braucht viel zu viele Farben.

Ein Algorithmus zur Farbreduktion: ReduceColors.

forie{l,...,n} par do

k «— Position des niederwertigsten Bits, wo sich C[i] und C[S[i]] unterscheiden
b < der Wert des k-ten Bits von Cli]
Cli] < 2k+b
Beispiel
Farbe (dezimal) Farbe (binir)
Cli 36 100100
CIS]i] 8 1000

Wir erhalten k = 2 und b =0 und 2k +b = 4. Die Farbe von C[i] wiirde also von 36 zu 4
gedndert.

Der Algorithmus erhélt giiltige Farbungen.

Lemma

Der Algorithmus ReduceColors werde mit einer Liste gestartet, die mit den Farben 0, 1,
..., C—1 giiltig gefiirbt ist. Dann ist die Liste hinterher immernoch giiltig gefdrbt und es
werden hochstens 2[10g, | + 1 Farben verwendet.

Beweis.

— Die behauptete Anzahl der Farben ergibt sich daraus, dass immer 2k+b < 2[log, c] +
1 gilt.
— Fiir die Korrektheit siche Ubungsaufgabe 7.1.

Eine subtile Fragestellung.

Zur Diskussion
Wie lauten T (n) und W (n) bei einer Anwendung von ReduceColors?
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7.2  Farbealgorithmen

Zusammenfassung zum einfachen Férbungsalgorithmus.

Satz

Wenden wir ReduceColors einmal an, so erhalten wir eine giiltige O(logn)-Firbung.
Die Rechenzeit ist O(1) und die Arbeit ist O(n).

Saiz

Wenden wir ReduceColors zweimal an, so erhalten wir eine giiltige O(loglogn)-Férbung.
Die Rechenzeit ist O(1) und die Arbeit ist O(n).

7.2.2 Schneller Algorithmus

Ein schneller, einfacher Férbungsalgorithmus.

— Mit Hilfe das einfachen ReduceColors-Algorithmus konnen wir in Zeit O(1) die
Farbenzahl von ¢ auf 2[log,c|+1 verringern.
— Starten wir mit n Farben und wenden wir den Algorithmus
1. Einmal an, so werden noch O(logn) Farben verwendet.
2. Zweimal an, so werden noch O(loglogn) Farben verwendet.
3. Dreimal an, so werden noch O(logloglogn) Farben verwendet.
- Nach O(log*(n)) Anwendungen hat man nur noch 6 Farben.

Lemma
Wenden wir ReduceColors O(log™n) mal an, so erhalten wir eine giiltige 6-Fdrbung.
Die Rechenzeit ist O(log™n) und die Arbeit ist O(nlog*n).

Von sechs Farben zu drei Farben.

— Wir wollen nun noch die Farbenanzahl von sechs auf drei reduzieren.
— Dazu benutzen wird folgenden KnockOutColor Algorithmus:

1 input Farbung C und spezielle Farbe X > 2

2 forie{l,...,n} par do

3 if Cli] =X then

4 h « eine Farbe aus {0,1,2}, die weder der Vorginger noch
5 der Nachfolger von i hat

6 Cli] < h

— Rufen wir nacheinander KnockOutColor(3), dann KnockOutColor(4) und schlieflich
KnockOutColor(5) auf, so haben wir eine giiltige 3-Fdrbung.
Zur Ubung

1. Machen Sie sich die Funktionsweise von KnockOutColor an einem Beispiel klar.
2. Wie groB sind T(n) und W (n)?

Zusammenfassung zum schnellen, einfachen Férbungsalgorithmus.

Satz

Wenden wir ReduceColors O(log™ n) mal an und dann dreimal KnockOutColor, so erhal-
ten wir eine giiltige 3-Fdrbung.

Die Rechenzeit ist O(log™n) und die Arbeit ist O(nlog™n).
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7 Aufbrechen von Symmetrien
Ubungen zu diesem Kapitel

7.2.3 Optimaler Algorithmus
Ein optimaler Algorithmus.

— Die Arbeit O(nlog* n) ist zwar nicht optimal, aber fiir alle (!) praktischen Zwecke ist
log*n <6.
— Ein optimaler Algorithmus fangt mit den Aufrufen von KnockOutColor friiher an:

call ReduceColors()
Sortiere alle Knoten nach ihrer Farbe

Jor i — 3 to 2[logn] seq do

call KnockOutColor(i)

Zusammenfassung zum optimalen Férbungsalgorithmus.

Satz

Wenden wir ReduceColors einmal an, sortieren wir die Knoten nach ihrer Farbe und
wenden dann O(logn) mal KnockOutColor an, so erhalten wir eine giiltige 3-Firbung.
Die Rechenzeit ist O(logn) und die Arbeit ist O(n).

Beweisskizze.  — Die Korrektheit sollte klar sein.
— Die Sortierung kann in Zeit O(logn) und Arbeit O(n) erfolgen, sieche Ubungsblitter.
— Durch die Sortierung ist sichergestellt, dass in jedem Schleifendurchlauf nur so viele
Prozessoren arbeiten miissen, wie Knoten der aktuellen Farbe vorhanden sind. O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Man kann einen Ring mit loglogn Farben in Zeir O(1) und Arbeir O(n) farben.
2. Man kann einen Ring mit 3 Farben in Zeir O(log* n) und Arbeir O(nlog*n) férben.
3. Man kann einen Ring mit 3 Farben in Zeir O(logn) und Arbeir O(n) férben.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 7.1 (Beweis der Korrektheit von ReduceColors, mittel)
Geben Sie einen detaillierten Beweis des Lemmas von Projektion 7-12 an.

Tipps: Man fithre einen Widerspruchsbeweis: Wiren am Ende des Algorithmus C[i] und C[S]i]]
gleich, so miissten sie auch schon vorher gleich gewesen sein.



8 Einfache List-Ranking-Algorithmen

Kapitel 8

Einfache List-Ranking-Algorithmen

1,2,3,...

Lernziele dieses Kapitels

1. Problematik des List-Rankings kennen und 8.1 Motivation
anwenden konnen 8.1.1 Ein Anwendungsbeispiel
2. Einfachen optimalen List-Ranking Algorithmus 8.1.2 Das Ranking-Problem
kennen . .
8.2 Einfaches Ranking
8.3 Optimales Ranking
8.3.1 Idee . ......

8.3.4  Algorithmus

Die verkettete Liste gehort unzweifelhaft zu den grundlegendsten Datenstrukturen der
Informatik. Man begegnet ihr in solidem, duBerst bodenstindigem Code einer industriellen
Oberflachenprogrammierung, in den tiefsten Eingeweiden des Betriebssystem innerhalb
des guru-gehacktem Assemblercodes des Scheduler, aber auch in der hohen Theorie der
reinen Lehre der funktionalen Typtheorie.

Eines der Wesensmerkmale einer Liste ist, dass ihre Elemente in einer Reihenfolge ste-
hen. Es gibt eben ein erstes Element, ein zweites, ein drittes und so weiter; und diese
Reihenfolge ist im Allgmeinen duBerst wichtig. Nun die »einfache« Problemstellung: Ge-
geben eine Liste im Speicher, bestimme fiir jedes Element der Liste, das wievielte es ist
(dies nennt man auch den Rang des Listenelements). Dieses Problem ist sequentiell sehr
einfach mit einem Einzeiler zu 16sen (etwa while(c){c.rank=i++; c=c.next;}). Je-
doch ist diese Schleife »sehr« sequentiell und man wird sich zum parallelisieren etwas
Neues ausdenken miissen.

Wenn man im Parallelen nicht mehr weiter weill, dann helfen bekanntlich immer Pra-
fixsumme oder Pointer-Jumping. So auch hier: Eine Liste ist ja ein entarteter Baum und
folglich kann man auf sie Pointer-Jumping anwenden. Damit lédsst sich List-Ranking in
Zeit O(logn) bewerkstelligen, jedoch mit einer Arbeit von O(nlogn). Dies ist alles andere
als optimal. In der heutigen Vorlesung soll es darum gehen, diese Arbeit zu »driicken«.
Dazu kombinieren wir Pointer-Jumping und die Férbealgorithmen aus dem letzten Kapitel
mittels Accelerated-Cascading.

Diese Kombination von Algorithmen ist schon eher komplex, obwohl es laut Titel dieses
Kapitels um »einfache« List-Ranking-Algorithmen geht. Dies ist dem Umstand geschuldet,
dass es im ndchsten Kapitel noch deutlich komplizierter wird. Aber fiir einen schnellen
optimalen List-Ranking-Algorithmus ist uns natiirlich kein Opfer zu gro8.

Inhalte dieses Kapitels

Ubungen zu diesem Kapitel

8.3.2 Ausklinken eines Elementes . . . . ..
8.3.3 Unabhingige Mengen

56
56
56

57
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59
59

60
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8 Einfache List-Ranking-Algorithmen

8.2 Motivation

8.1 Motivation
8.1.1 Ein Anwendungsbeispiel

Wiederholung: Das Produkt vieler Matrizen.
Problemstellung

Eingabe Verkette Liste der Linge n von (4 x 4)-Matrizen.
Ausgabe Produkt der Matrizen in der durch die Verkettung gegebenen Reihenfolge.

Lésungsidee 1
Berechne das Produkt durch Pointer-Jumping. Die Rechenzeit ist dabei O(logn), die Arbeit
ist O(nlogn).

Wiederholung: Das Produkt vieler Matrizen.
Problemstellung

Eingabe Verkette Liste der Lidnge n von (4 x 4)-Matrizen.
Ausgabe Produkt der Matrizen in der durch die Verkettung gegebenen Reihenfolge.

Lésungsidee 2

— Bestimmen fiir jede Matrix ihren Rang in der Liste.
— Schreibe jede Matrix in einen Array an die Stelle ihres Rangs.
— Bilde das Produkt der Elemente im Array (oder sogar Prifixsumme).

Zur Ubung
Nehmen wir an, wir konnen in Zeit O(logn) und Arbeit O(n) die Position einer Matrix in
der Liste bestimmen. Welchen Zeit- und Arbeitsaufwand hat dann obiger Algorithmus?

8.1.2 Das Ranking-Problem
Das Ranking-Problem

Definition
Eingabe Verkettete Liste der Linge n, gegeben durch die Nachfolger S[i] und Vorgénger
P[i] fiir jeden Knoten in der Liste.
Ausgabe Abstand RJi] des Knotens vom Ende der Liste (der Rang ist dann n — R[i]).

Ziele

1. Ein Algorithmus mit Zeit O(logn) und Arbeit O(nlogn). (Einfach.)
2. Ein Algorithmus mit Zeit O(lognloglogn) und Arbeit O(n). (Trickreich.)
3. Ein Algorithmus mit Zeit O(logn) und Arbeit O(n). (Wahnsinnig kompliziert.)
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8 Einfache List-Ranking-Algorithmen
8.3  Einfaches Ranking

8.2 Einfaches Ranking

Ein einfacher Ranking-Algorithmus: Pointer-Jumping.

forie{l,...,n} par do
if S[i] # i then
Rli] «— 1
else
R[i] — O
forie{l,...,n} par do
while S[i] # i
R[i] < RIi]+R[S][i]]
S[i] < S[S]i]]
Merke

Der Wert R[i] speichert, wie weit S[i] entfernt ist.

Satz
Durch Pointer-Jumping kann man den Rang aller Elemente in Zeit O(logn) und Arbeit
O(nlogn) bestimmen.

8.3 Optimales Ranking
8.3.1 Idee

Die Ideen hinter einem optimalen Ranking-Algorithmus.

1. Hauptziel ist, die Liste auf die Grgfle n/logn zu verkleinern. Dann macht Pointer-
Jumping Arbeit O(logn-n/logn) = O(n).

2. Dazu wird wiederholt ein Viertel der Elemente der Liste gestrichen und spiter wieder
eingefiigt.

3. Zur Identifizierung der streichbaren Elemente benutzen wird Férbungen.

8.3.2 Ausklinken eines Elementes

Wir wollen ein Element loswerden.
Ausgangssituation:

— Fiir jedes Listenelement i gibt SJi] ein Element an, das in der urspriinglichen Liste
spiter kommt und R[i] gibt die Entfernung zu diesem Element in der urspriinglichen
Liste an.

— Ein spezielles Element X ist gegeben.

Ziel:

— Das Element X soll aus der Liste temporir entfernt werden.
— Dazu soll der Vorgénger von X auf den Nachfolger von X zeigen und sein R-Wert soll
entsprechend angepasst werden.

Die Algorithmen zum Ausklinken.

Algorithmus Suspend(x).

Speichere die Werte S|X], P[X] und R[X| lokal am Knoten X
S[PX]] — S[x]

P[S[X]] «— PI[x]

RIP[X]] — R[P[X]] +R[x]

87
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8.3  Optimales Ranking

Algorithmus Reinstall(x).

1 Seien Sorig, Porig und Rorig die gespeicherten Werte am Knoten~X

R[X] < R[Sorig] + Rorig

3 S[X] « S[Sorig]

Beispiel eines Suspends.

Vor dem Suspend von x; und x;

OS5 A0

1 1

Nach dem Suspend von x; und x;

OO EF® ) @He30

Beispiel eines weiteren Suspends.

Vor dem Suspend von x3

O~ C~-O+O0

Nach dem Suspend von x3

OO ® O~0O5O0+0

Beispiel eines Reinstall von xs.

Die Liste, nachdem Pointer-Jumping stattgefunden hat

2 3

Q @ &TO® OO0 0

4

Nach dem Reinstall von x3.

L0 @ ON0R0 0

4
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8 Einfache List-Ranking-Algorithmen

8.3  Optimales Ranking

8.3.3 Unabhéngige Mengen

Wir wollen viele Elemente loswerden.
Ausgangssituation:

— Fiir jedes Listenelement i gibt SJi] ein Element an, das in der urspriinglichen Liste
spater kommt und R[i] gibt die Entfernung zu diesem Element in der urspriinglichen
Liste an.

— Eine Menge X von Elementen.

Ziel:

— Alle Elemente in X sollen parallel aus der Liste temporir entfernt werden.

Wann kénnen wir Elemente parallel ausklinken?

— Wir kdnnen nicht zwei benachbarte Elemente gleichzeitig ausklinken.

— Deshalb muss X eine unabhdngige Menge sein. Das heilit, kein Element in X ist
Nachfolger eines Elementes in X.

— Damit stellt sich das Problem, eine moglichst grofle unabhingige Menge zu bestim-
men.

Wie bestimmt man unabhéngige Mengen?

Idee 1
Man bestimmt eine Firbung. Dann bilden alle Elemente mit der gleichen Farbe eine
unabhingige Menge.

Problem
Selbst bei einer 3-Firbung kdnnen wir nicht sicher sein, dass eine konkrete Farbe oft
vorkommit.

Beispiel
Wir bestimmen eine 3-Fiarbung und wollen dann alle, sagen wir, roten Elemente ausklin-
ken. Dann konnte es passieren, dass es gar keine roten Elemente gibt.

Der Trick mit den lokalen Minima.

Definition

Ein Knoten heillt lokales Minimum, wenn die Nummer seiner Farbe kleiner ist als die
Farben beider seiner Nachbarn.

Satz
Die lokalen Minima einer Fdrbung von n Knoten mit k Farben bilden eine unabhdngige
Menge der Grofle mindestens n/(2k —1).

(Beweis ist eine Ubungsaufgabe.)

8.3.4 Algorithmus

»Langsames«, optimales Ranking.
Reduktionsteil

Np <N
k0
while ng > n/log,n do
Fiérbe die Liste mit 3 Farben.
forie{l,....,n} par do
if i ist lokales Farbminimum then
call Suspend(i)
Kompaktifiziere die Liste
k —k+1
Nk < Ldnge der kompaktifizierten Liste
call PointerJump() auf die Restliste

8-17
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Ubungen zu diesem Kapitel

»Langsames«, optimales Ranking.
Expansionsteil

1 for j < k downto 1 seq do

2
3
4
5

Mache die j-te Kompaktifizierungen riickgingig
forie{l,....n} par do
if i wurde bei diesem Schritt ausgeklinkt then
call Reinstall(i)

Performance des Algorithmus

Satz
Der Algorithmus berechnet ein Ranking in Zeit O(lognloglogn) und Arbeir O(n).

Beweisteil 1: Die Arbeit ist O(n).

— Die Arbeit in jedem While-Schleifendurchlauf ist O(n).
— In jedem While-Schleifendurchlauf sinkt die Gro3e ng um mindestens ein Fiinftel.
— Insbesondere sinkt die Grofe in vier Durchldufen um mehr als die Hilfte.

O

Beweisteil 2: Die Zeit ist O(lognloglogn).

— Jeder While-Schleifendurchlauf dauert O(logng) C O(logn).

— Die Schleife wird nur O(loglogn) oft durchlaufen:

— Nach vier Runden gibt es hichstens n/2 Knoten.

Nach acht Runden gibt es hichstens n/4 Knoten.
Nach zwolf Runden gibt es hochstens n/8 Knoten.
Nach sechzehn Runden gibt es hochstens n/16 Knoten.
Nach 4r Runden gibt es hochstens n/2" Knoten.
Also gibt es nach 4loglogn Runden héchstens n/2'°9%9" — n/Jogn Knoten.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. List-Ranking kann mittels Pointer-Jumping in Zeit O(logn) und Arbeit O(nlogn)
gelost werden.

2. List-Ranking kann mittels wiederholtem Ausklinken von unabhingigen Mengen in
Zeit O(lognloglogn) und Arbeit O(n) geldst werden.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 8.1 (Eingabeformate &ndern, leicht)
Im Speicher einer PRAM liegt eine einfachverkettete Liste mit n Elementen vor, das heift es gibt
fiir jedes Element i einen Zeiger S(i) auf den Nachfolger von i.
Geben Sie jeweils einen Algorithmus fiir folgende Probleme an, die jeweils in Zeit O(1) und Arbeit
O(n) arbeiten (oder besser):
1. Umwandlung der Eingabe in eine doppeltverkette Liste. Dazu muss zu jedem Element i der
Vorgingen P(i) bestimmte werden.
2. Umwandlung der Liste in einen Ring, indem das erste Element zum Nachfolger des letzten
Elements gemacht wird.

Ubung 8.2 (Modifikation der Suspend-Methode, leicht)

Der Algorithmus suspend(X) setzt voraus, dass X weder das erste noch das letzte Element der Liste
ist. Modifizieren Sie den Algorithmus so, dass er auch in diesen beiden Fillen korrekt arbeitet.
Wir vereinbaren, dass der Vorgingerzeiger des ersten Elements sowie der Nachfolgerzeiger des
letzten Elements auf das jeweilige Element selbst zeigt. Weiterhin gibt es eine Variable anfang,
die einen Zeiger auf das erste Element der Liste enthilt. Stellen Sie sicher, dass das auch nach
Ausfiithrung Thres Algorithmus noch der Fall ist.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 8.3 (Algorithmenanalyse, leicht)

Professor Schlauhmayer hat sich eine Beschleunigung des schnellen optimalen 3-Farbealgorithmus
von Seite 7.19 ausgedacht. Sein neuer Algorithmus lautet wie folgt:

ReduceColors()
ReduceColors()
Sortiere alle Knoten nach ihrer Farbe

Jor i < 3o 2[lognlogn] +4 seq do

KnockOutColor(i)

Der Professor behauptet, dass dieser Algorithmus eine 3-Firbung in Zeit O(loglogn) und Arbeit
O(n) berechnet. Was stimmt hieran nicht? Begriinden Sie Thre Antwort.

Ubung 8.4 (Einen Kompaktifizierungsalgorithmus entwerfen, schwer)

Ein Programm benutzt einen Memory-Heap zur Speicherung einer Datenstruktur. Der Memory-
Heap besteht aus einem Array M von Zellen, die von 1 bis n nummeriert sind. Jede Zelle i enthélt
entweder den Wert leer oder sie enthilt ein Tripel bestehend aus einer reellen Zahl R; sowie zwei
Zeigern pj und g;. Die Zeiger pj und Q; enthalten die Nummer einer nichtleeren Memory-Zelle oder
den Wert 0.

Sie sollen einen in Zeit O(logn) und Arbeit O(n) arbeitenden Algorithmus entwerfen, der den
Memory-Heap kompaktifiziert. Dies bedeutet, dass nach Ablauf IThres Algorithmus die nichtleeren
Zellen am Anfang des Memory-Heaps stehen und die Werte und Pointer korrekt angepasst wurden.
Dazu soll fiir jeden Index i einer nichtleeren Zelle im alten Memory-Heap der Inhalt dieser Zelle an
eine neue Stelle i’ kopiert werden und die Zeiger pj und g; sollen zu pi’ und qi' verdndert werden.
Hier ein Beispiel: Der Memory-Heap habe anfangs den Inhalt

Zellenummeri: | 1 | 2 | 3 4 5 6
Ri: | 5| n | leer | —3,2 | leer | 100
pi o1 |- 0 - 4
pi: |66 |- 0 - 1

Dann konnte er nach der Kompaktifizierung folgenden Inhalt haben:

Zellenummeri: | 1 | 2 | 3 4 5 6
Ri: | 5| m | —3,2 | 100 | leer | leer
pilol1]0 3
pi: | 44 |0 1

Tipps: Sie diirfen Hilfsarrays verwenden. Fiihren Sie eine Prifixsumme iiber einen Array durch, der
eine 1 fiir jede nichtleere Zelle hat.

Ubung 8.5 (Beweis des Lokale-Minima-Lemmas, mittel)

Beweisen Sie: Eine Liste der Linge n sei mit k Farben giiltig gefarbt. Dann bilden die lokalen
Minima der Farben eine unabhidngige Menge der Grofe mindestens n/(2k —1).

Ubung 8.6 (Schneller Algorithmus fiir Erreichbarkeit in Mengen von Kreisen, mittel)

Als Eingabe sei ein Graph gegeben, der die Vereinigung von disjunkten gerichteten Kreisen ist,
sowie zwei Knoten s und t. Wie iiblich ist der Graph durch ein Array S gegeben, wobei S(i) der
Nachfolgeknoten von i ist. Geben Sie einen Algorithmus an, der entscheidet, ob S und t im selben
Kreis liegen. Der Algorithmus soll in Zeit O(logn) arbeiten, die Arbeit ist egal.

Tipp: Machen Sie t zum Nachfolger von sich selbst und fiihren Sie dann Pointer-Jumping durch.

Ubung 8.7 (Arbeitsoptimalen Algorithmus finden, schwer)

Geben sie einen Algorithmus fiir dasselbe Problem wie in der vorigen Aufgabe an mit einer Laufzeit
von O(lognloglogn) und Arbeit O(n). Es geniigt eine grobe Beschreibung des Algorithmus und
jeweils ein kurzes Argument, weshalb die Arbeit und die Laufzeit die behaupteten sind.
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Worum Dieses Kapitel ist nichts fiir Leute mit schwachen Nerven und dies gleich aus mehreren
es heute Griinden:
geht :

1. Es geht recht blutig zu: siifle kleine Schafe werden von bdsen roten Wolfen gefressen.
(In alten Fassungen dieser Vorlesung gab es statt der »Wolfe« etwas tierlieber »Hir-
ten«. Aber auch bei den Hirten hatte nach jeder Runde jeder Hirte ein Schaf weniger,
was nie zufriedenstellend begriindet werden konnte.)

2. Es geht algorithmisch komplex zu: der Algorithmus besteht aus mehreren verwobenen
Ideen, wobei wir alles, was wir bisher gelernt haben, in verschiedener Weise einsetzen
werden.

3. Es wird analysetechnisch schwierig: Es ist schon nicht offensichtlich, dass der Algo-
rithmus korrekt arbeitet — aber man kann sich mit etwas gutem Willen davon iiber-
zeugen. Richtig schwierig ist es zu zeigen, dass der Algorithmus tatsidchlich auch
arbeitsoptimal ist. Wir werden dazu eine amortisierte Analyse durchfiihren miissen,
bei der zu allem Uberfluss auch noch die so genannte Kostenverteilung nicht schon
gleichmiBig ist, sondern eher die Komplexitit des Bundeshaushalts erreicht.

Nehmen wir an, Sie haben starke Nerven. Was bringt dann alle die Miihe? Sie werden
sich an einem arbeitsoptimalen List-Ranking-Algorithmus mit einer Laufzeit von O(logn)
erfreuen konnen. Ein solcher Algorithmus ist in der Tat eine erfreuliche Sache: Ab sofort
konnen Sie in Thren Algorithmen nicht nur schreiben »...und dann einmal Priafixsumme
anwenden, was weder die Arbeit noch die Zeit erhoht, und dann. .. «, sondern nun auch
»...und dann einmal List-Ranking anwenden, was weder die Arbeit noch die Zeit erhoht,
und dann. .. «.
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9.2  Das Ziel

9.1 Das Ziel

Die Problemstellung und was wir schon wissen.

Eingabe Verkettete Liste der Linge n, gegeben durch die Nachfolger S[i] und Vorgénger
P[i] fiir jeden Knoten in der Liste.

Ausgabe Abstand RJi] des Knotens vom Ende der Liste (der Rang ist dann n — R[i]).

— Losbar in Zeit O(logn) und Arbeir O(nlogn) (Pointer-Jumping).
— Losbar in Zeit O(lognloglogn) und Arbeir O(n) (iteriertes Farben und Ausklinken).

Ziel
Algorithmus mit Zeit O(logn) und Arbeit O(n).

9.2 Die Lésung
9.2.1 Idee

Die grobe Idee.
Wir beginnen dhnlich wie beim letzten Mal:

— Wir fiihren eine Vorverarbeitung durch.

Dabei wird die Liste von n Knoten auf n/logn Knoten geschrumpft.

Dazu werden wiederholt unabhdngige Mengen von Knoten »ausgeklinkt«.

Sobald die Linge der Liste auf n/logn geschrumpft ist, konnen wir Pointer-Jumping
durchfiihren und die Knoten wieder einfiigen.

Neu ist nun:

— Wir garantieren, dass die Liste schnell schrumpft.
— Dazu klinken wir Knoten nicht »irgendwo« aus, sondern etwas kontrollierter.

Zur Erinnerung: Ausklinken.
Ausgangssituation:

— Fiir jedes Listenelement i gibt SJi] ein Element an, das in der urspriinglichen Liste
spiter kommt und R[i] gibt die Entfernung zu diesem Element in der urspriinglichen
Liste an.

— Ein spezielles Element X ist gegeben.

Ziel:

— Das Element X soll aus der Liste temporir entfernt werden.

— Dazu soll der Vorgénger von x auf den Nachfolger von X zeigen und sein R-Wert soll
entsprechend angepasst werden.

— Da wir nicht zwei benachbarte Elemente gleichzeitig ausklinken konnen, muss die
Menge X der ausgeklinkten Elemente eine unabhcingige Menge sein.

9-4

9-5

9-6
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9 Schneller optimaler List-Ranking-Algorithmus

9.2  Die Lésung

9.2.2 Die Blockbildung

Wir teilen die Liste in Blécke ein.
Idee der Blockbildung

— Um mehr Kontrolle iiber das Ausklinken zu erhalten, teilen wir die Liste in Blocke
Bj der Linge logn auf.

— Diese Aufteilung erfolgt in Bezug auf die Reihenfolge, wie die Daten im Speicher
stehen, nicht in Bezug auf die Listenreihenfolge.

— Die Position eines Knotens innerhalb eines Blocks nennen wir seine Héhe.

Grobes Ziel

— Wir wollen (idealerweise) in jedem Schritt aus jedem Block ein Element ausklinken.
— Dies soll in Zeit O(1) und Arbeit O(n/logn) geschehen.
— Dann sind nach O(logn) Schritten nur noch O(n/logn) Knoten vorhanden.

Visualisierung der Ausgangssituation.

Die Liste im Speicher

>0 Q0G0 DO HOEE ®

Die Liste in Blécke der Gréf3e [log,20] =5 aufgeteilt.

¢
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®

d

B1

8"(/@@»«»@
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Der Fokus in den Blécke.
Definition

— Fiir jeden Block Bj bezeichnet fj den aktuellen Fokus.

— Der Fokus wir in der Regel in jedem Schritt hochgesetzt, er kann aber auch gleich
bleiben.

— Wenn der Block leer ist, so ist der Fokus nicht definiert.

9.2.3 Knotenzusténde

Woran gerade gearbeitet wird.
Jeder Knoten hat immer genau einen der folgenden Zustédnde:

active Gerade fokussierter Knoten, den man am liebsten loswerden wiirde (blau).
passive Kommt erst spéter dran (schwarz).
suspended Schon ausgeklinkt. Wird nicht mehr beachtet. (grau).
isolated Isolierter Knoten (orange).
wolf Ein Wolfsknoten (rot).
sheep Ein Schafsknoten (griin).

Da Knoten heute recht komplexe Gebilde sind, werden wir ab jetzt die Objektnotation
verwenden und i.successor statt Sli] schreiben und i.state fiir den Zustand und so weiter.
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9.2 Die Lésung

Visualisierung der Ausgangssituation
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Ideen, wie wir Knoten loswerden.
Idee

1. Wir wollen in jeder Runde mdglichst alle aktive Knoten loswerden (durch Ausklin-
ken).
2. Danach wollen wir die Fokusse um 1 erhohen und wiederholen dann Schritt 1.

Zur Diskussion

1. Warum konnen wir nicht einfach in jeder Runde alle aktiven Knoten ausklinken?
2. Was konnte man stattdessen tun?

9.2.4 Weélfe und Schafe

Wie finden wir Knoten zum Ausklinken?
Ziel und Problem
Ziel Wir wollen in jeder Runde moglichst viele aktiven Knoten loswerden (durch
Ausklinken).
Problem Diese Knoten bilden im Allgemeinen keine unabhingige Menge.

Idee 1

— Wir ermitteln eine 3-Firbung der Knoten.
— Dies induziert (zum Beispiel durch die Farbminima) eine unabhingige Menge.
— Diese konnen wir ausklinken.

Problem: Die Rechenzeit von O(logn) ist viel zu hoch, denn wir haben nur O(1) Zeit.

Eine neue Idee, um schneller Knoten zum Ausklinken zu finden.
Idee 2

— Wir ermitteln in Zeit O(1) eine loglogn-Firbung der Knoten (zweimal ReduceCo-
lors).

— Dies induziert (zum Beispiel durch die Farbminima) eine unabhingige Menge.

— Diese konnen wir ausklinken.

Vorteil: Die Rechenzeit ist nur O(1).
Problem: Wir entfernen nur einen Anteil von O(1/loglogn) Knoten.

Wie man mehr Knoten los wird.
Idee 3

— Nehmen wir an, wir haben eine unabhingige Menge ermittelt.

— Es ist aber nur jeder (loglogn)-te Knoten in der Menge.

— Dann bilden aber die Nachfolger dieser Knoten wieder eine unabhingige Menge.
Diese konnen wir also danach entfernen.

— Und ebenso deren Nachfolger. Diese konnen wir dann danach entfernen.

Vorteil: Wenn alles gut lduft, dann kann in jedem Schritt jeder (loglogn)-te Knoten
ausgeklinkt werden.

Problem: Spitestens nach loglogn Runden bilden die Nachfolger keine unabhingige Men-
ge mehr.
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9.2  Die Lésung

Mit Pipelining zum Sieg.
Idee 4
— Die vorherige Idee war gut, auch wenn sie nicht ganz funktionierte.

— Das Problem ist, dass gegen Ende viele Knoten nichts mehr tun, da sie schon ausge-
klinkt wurden.

— Deshalb benutzen wir Pipelining, um diesen Knoten Arbeit zu verschaffen.
Problem: Jetzt wird es uniibersichtlich.

Einteilung in Wélfe und Schafe.

Wie wir die aktiven Knoten aufteilen
In jedem Schritt wechseln die aktiven Knoten ihren Zustand in einen der folgenden:
isolated Knoten, bei denen weder der Vorgédnger noch der Nachfolger aktiv ist.
wolf Lokale Farbminima einer (loglogn)-Firbung der aktiven Knoten.
sheep Alle anderen aktiven Knoten.

Einteilung der Knoten in isolierte Knoten, Schafe und Wélfe

Beobachtungen zu Wélfen und Schafen.

— Wir konnen die Einteilung in isolierte Knoten, Wolfe und Schafe in Zeit O(1) durch-
fiihren.

— Wir mogen isolierte Knoten, da man sie sofort ausklinken kann.
— Wolfe bilden eine unabhingige Menge. Deshalb bilden auch die den Wolfen direkt
folgenden Schafe eine unabhéngige Menge.

Die isolierten Knoten werden suspendiert.

B1 B2 Bs B4 Bs

Was Wélfe und Schafe tun.
Was Wolfe tun:

— In jeder Runde fressen die Wolfe die Schafe, die ihnen direkt folgen.

— Hat ein Wolf alle seine Schafe gefressen, ist er kein Wolf mehr und wechselt in den
Zustand aktiv zuriick.

— Er kann dann als isolierter Knoten oder als Schaf oder als Wolf wiedergeboren wer-
den.

— Wolfe behalten den Fokus.

Was Schafe tun:

— Schafe warten geduldig darauf, gefressen zu werden.
— Schafe behalten nicht den Fokus, dieser wird einfach hochgeschoben.
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9.2  Die Lésung

Waélfe fressen ein Schaf durch Suspendierung.

@\g %\

® @ ® \
On ©n_On _Bx O

B1 Bs

Die Fokusse riicken vor und Knoten werden aktiv.
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9.2.5 Algorithmus

Der ganze Algorithmus.

— Der Algorithmus verlduft in Runden.
— In jeder Runde geschehen folgende Dinge nacheinander:

1. Die aktiven Knoten werden in isolierte Knoten, Wolfe und Schafe eingeteilt.
2. Isolierte Knoten werden entfernt und Wolfe fressen ihre Schafe. Dadurch ver-
lieren sie vielleicht ihren Status als Wolf und werden wieder aktive Knoten.

3. Der Fokus wird aktualisiert: Bei Schafen und suspendierten Knoten wird der
Fokus erhoht und neu fokussierte Knoten wechseln von passiv auf aktiv.

Nach O(logn) Runden stoppen wir und wenden Pointer-Jumping an.

Di

e Einteilung im Detail.

call ReduceColors () fiir die aktiven Knoten
call ReduceColors () fiir die aktiven Knoten
Jor alle Blocknummern j par do // das heifst j € {1,...,n/logn}
if fj.state = active und fj ist isoliert then
fj.state — isolated
else if fj.state = active und fj.color ist Farbminimum then
fj.state < wolf
else
fj.state «— sheep

(Tatsdchlich machen wir auch den ersten und letzten Knoten einer Kette zum Wolf und
den zweiten Knoten einer Kette zum Schaf.)
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9-26 Das grof3e Fressen im Detail.

1 // Fressen

2 for alle Blocknummern j par do
3 if fj.state = wolf

4 s « fj.successor

5 call Suspend(S)

6 if's ist letztes Schaf then
7 fj.state < active

8

9 // Aufrdumen isolierter Knoten
10 for alle Blocknummern | par do
1 if fj.state = isolated t/en
12 call Suspend(fj)

9.27 Vorriicken des Fokus.

1 for alle Blocknummern j par do

2 if fj.state € {suspended,sheep} rhen

3 // Kann weitergehen

4 f j = f i +1

5 if fj ist iiber die Blockgrenze hinausgelaufen then
6 ignoriere fj und Block j im Folgenden

7 else
8 fj.state — active

9-28 Zusammenfassende Beobachtungen zu den Zusténden.

Jeder Knoten ist immer in einem der Zustidnde suspended, active, passive, isolated,
wolf und sheep.

Der Fokus liegt am Anfang einer Runde immer auf Wolfen und auf aktiven Knoten.
Unterhalb des Fokus finden sich in einem Block nur Schafe und ausgeklinkte Knoten.
Oberhalb des Fokus finden sich in einem Block nur passive Knoten.

929 Der Algorithmus in Aktion.
Ausgangssituation:
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... Wolfe fressen ein Schaf durch Suspendierung und isolierte Knoten werden ebenfalls
suspendiert. . .
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.. Die Fokusse werden vorgeriickt und Knoten aktiv gemacht ...
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.. Einteilung der aktiven Knoten in isolierte Knoten, Schafe und Wolfe. ..
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.. Wolfe fressen ein Schaf durch Suspendierung und isolierte Knoten werden ebenfalls
suspendiert. . .
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.. Die Fokusse werden vorgeriickt und Knoten aktiv gemacht, ein Wolf ohne Schafe wird
als aktiver Knoten wiedergeboren. . .

.. Alle aktiven Knoten sind isoliert. ..
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.. Wolfe fressen ein Schaf durch Suspendierung und isolierte Knoten werden ebenfalls
suspendiert. . .
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.. Die Fokusse werden vorgeriickt und Knoten aktiv gemacht, ein Wolf ohne Schafe wird
als aktiver Knoten wiedergeboren.
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9.3 Die Analyse
9.3.1 Plan

Die Laufzeit und die Arbeit.

Unser Ziel ist es nun, folgenden Satz zu beweisen:

Satz

Der Algorithmus berechnet List-Rankings in Zeir O(logn) und Arbeit O(n).

Beweisplan
— Wir analysieren zuerst die Zeit und Arbeit einer Runde.

— Dann zeigen wir, dass nach O(logn) Runden die Anzahl der Knoten, die nicht im
Zustand suspended sind, nur noch O(n/logn) ist.

Die Laufzeit fir eine Runde.
Hier nochmal, was alles in einer Runde passiert:
1. Die aktiven Knoten werden in isolierte Knoten, Wolfe und Schafe eingeteilt.
2. Isolierte Knoten werden entfernt und Wolfe fressen ihre Schafe.
3. Der Fokus wird aktualisiert: Bei ehemals aktive Knoten, die jetzt keine Wolfe sind,
wird der Fokus erhoht und neu fokussierte Knoten wechseln von passiv auf aktiv.
Lemma
Jede Runde kann in Zeit O(1) und mit Arbeit O(n/logn) durchgefiihrt werden.

Beweis. In jeder Runde passieren nur Dinge, die O(1) lange dauern und es arbeiten nur
O(n/logn) Prozessoren. O
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9.3  Die Analyse

Woas zu tun bleibt.

— Wir tun X mal etwas, was O(1) lange dauert und Arbeit O(n/logn) verursacht.
— Falls also x = O(logn) ist, so brauchen wir O(logn) Schritte und die Arbeit ist O(n).

Was zu zeigen bleibt.
Nach O(logn) Runden gibt es nur noch O(n/logn) Knoten, die nicht suspendiert wurden.

Probleme hierbei
— Es ist nicht der Fall, dass in jeder Runde alle Fokus-Zeiger hochgesetzt werden.

— Es ist nicht der Fall, dass alle Fokus-Zeiger in O(logn) Runden iiberhaupt das
Blockende erreichen.

9.3.2 Nochmal Wélfe und Schafe

Eine neue Definition von Wélfen und Schafen.
Fiir die folgende Analyse ist es wichtig, dass Wolfe folgende Eigenschaft haben:

Der Wolf soll mindestens so hoch wie alle seine Schafe sein.

Diese Bedingung ist normalerweise nicht garantiert, wir kdnnen sie aber durch folgenden
Tricks erzwingen:

1. Wenn die aktiven Knoten in Wolfe und Schafe eingeteilt werden, werden auch solche
Knoten Wolfe (statt Schafen), die ein lokales Hohenmaximum bilden.

2. Gleiche Hohen werden durch leichtes »Schiitteln« ausgeschlossen (wie beim ersten
Ubungsblatt).

3. Die Herde eines Wolfs ist nun die Menge aller Vorgéinger und Nachfolger bis zum
nichsten lokalen Hohenminimum oder bis zum néchsten Wolf.

(Details an der Tafel)

9.3.3 Kostenanalyse

Die groben Ideen hinter der Kostenanalyse.
Sei g =1/loglogn.
— Wir machen Schulden bei einer Bank, und zwar gerade %gn.
— Wir verteilen die Schulden (ungleichmiBig) auf die Knoten, die nicht suspended sind,
jeder Knoten bekommt aber mindestens die Schulden % (1—q)'°9".
— In jeder Runde zahlen wir die Schulden der in der Runde ausgeklinkten Knoten
zurlick.
— Dies wird jede Runde die Gesamtschulden um den Faktor mindestens 1 —q/4 senken.

— Nach 6logn Runden sind unsere Schulden dann gesunken auf

n 6logn n logn

— (1—q/4 < ——(1—q)""

alogn (L~ 0/4°" " < o (1-q)

— Dann kann es nur noch 2n/logn Knoten geben, denn sonst miissten die Schulden ja
héher sein.

Die Verteilung der Kosten und die Blockschulden.

— Jeder nicht ausgeklinkte Knoten bekommt die Schulden (1 —q)" aufgebrummt, wobei
h die Hohe des Knotens ist.

— Schafe bekommen allerdings nur die halben Schulden.

— Die Schulden eines Blocks sind die Schulden aller passiven Knoten plus, falls es in
dem Block einen Wolf gibt, die Schulden des Wolfs und seiner Herde.

Beobachtungen
— Jeder nicht ausgeklinkte Knoten bekommt mindestens den Wert %(1 —)'°9" aufge-
brummt, da logn die Blockhohe ist.

— Blockschulden sind anfangs hochstens Z:igon(l -q)' <1/q.
— Also sind die Gesamtschulden anfangs hochstens n/(glogn).
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9.3  Die Analyse

Die Rickzahlungen bei isolierten Knoten.
Betrachten wir nun, was passiert, wenn ein isolierter Knoten geloscht wird:

— Die Schulden seines Blocks waren vorher

logn—1

> (-t

i=h

— Die Schulden seines Blocks sind hinterher

logn—1 logn—1 )
Y l-9i<l-q > (1-q)
i=h+1 i=h

- Die Kosten des Blocks sind also um den Faktor 1 —q < 1—q/4 gesunken.

Die Riickzahlungen bei Herdenbildung.
Betrachten wir nun, was passiert, wenn eine Schafherde gebildet wird:

— Betrachten wir die Gesamtschulden aller an der Herde beteiligten Blocke.
— Die Gesamtschulden aller Blécke vorher sind

k logn—1

Q=) > (-0

=1 i=h;

Hierbei ist hj die Hohe des j-ten Schafs und h; die Hohe des Wolfs.
— Die Gesamtschulden aller Blocke nachher sind

K1
Q—Zi(l—Q)hj

j=2

Die Riickzahlungen bei Herdenbildung. Fortsetzung.

— Es gilt
k logn—1 )
Q=) > @a-o

=1 i=h;
k

<S> Yaqm
=19
k

<> 21— g
=2 1

— Andererseits reduzierten sich die Kosten von Q auf

k
Q-2 5
i=

(L-a" <Q-Qj.

NII—‘

Die Riickzahlungen beim Schaffressen.
Betrachten wir nun, was passiert, wenn ein Schaf gefressen wird:

— Die Schulden des Blocks waren vorher

logn—1 k
2 -0z -
i=h j=2

passive Knoten Schafherde

I\JII—‘
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Zusammenfassung dieses Kapitels

— Seien hj die Hohen der Schafe und sei h, die Hohe des gefressenen Schafs. Wir
diirfen annehmen, dass hy minimal ist, sonst verteilen wir die Gewichte um.
— Die Schulden des Blocks sind hinterher

logn—1

> -9+

i=h

N -

k
> (g
i=3

. logn—1 i k ;
~ Es gilt 87 (1-q)' < 3(1—-q)" und 3j_5(1—q)" <k(L—q)" < F(1-q)".
Hier haben wir benutzt, dass jede Schafherde Grofe hochstens loglogn = 1/q hat.
— Die GroBe vorher ist also hochstens %(1 —q)" und reduziert sich um %(1 —q)",

also um den Faktor 1—q/3.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Es gibt einen List-Ranking Algorithmus mit Zeit O(logn) und Arbeir O(n).
2. Die Analyse ist komplex und beruht auf einer Amortisierungsanalyse.

9-40
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Worum Dieses Kapitel priasentiert das letzte fehlende Puzzelstiick fiir den Algorithmus zur Auswer-
esg};i'fe tung arithmetischer Ausdriicke: Ein paralleler Algorithmus zur Bestimmung der Inorder-

Traversierung der Blitter eines Baumes. Dazu betrachten wir heute Euler-Touren genauer,
welche natiirlich auf Leonhard Euler zuriickgehen. Uber diesen weiB Wikipedia folgende
interessante Dinge zu berichten (beachten Sie beispielsweise sein Alter zum Zeitpunkt
seiner Berufung zum Professor und iiberlegen Sie, was Sie in diesem Alter getan haben):

Aus de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

1707 wurde Leonhard Euler in der Deutschschweiz als der dlteste Sohn des Pfarrers Paul Euler
und Margarethe Bruckner geboren. Er besuchte das Gymnasium am Miinsterplatz in Basel und
nahm gleichzeitig Privatunterricht beim Mathematiker Johannes Burckhardt. Ab 1720 studierte
er an der Universitidt Basel und horte hier Vorlesungen von Johann Bernoulli. 1723 erlangte er
durch einen Vergleich der Newtonschen und Kartesischen Philosophie in lateinischer Sprache
die Magisterwiirde. Seinen Plan, auch Theologie zu studieren, gab er 1725 auf. Am 17. Mai
1727 berief ihn Daniel Bernoulli an die Universitdt Sankt Petersburg. Er erbte die Professur
des 1726 verstorbenen Nikolaus II Bernoulli. Hier traf er auf Christian Goldbach. 1730 erhielt
Euler die Professur fiir Physik und trat schlieBlich 1733 die Nachfolge von Daniel Bernoulli
als Professor fiir Mathematik an. Er bekam in den folgenden Jahren immer stirkere Probleme
mit seinem Augenlicht und war ab 1740 halbseitig blind.

1741 wurde er von Friedrich dem Groflen an die Berliner Akademie berufen. Euler korrespon-
dierte und verglich seine Theorien weiterhin mit Christian Goldbach. Nach 25 Jahren in Berlin
kehrte er 1766 zuriick nach St. Petersburg. An seine Tétigkeit und sein damaliges Wohnhaus in
Berlin erinnert eine Gedenktafel an der Behrenstrafle 22/23, das heutige Haus der Bayerischen
Landesvertretung in Berlin. Im St. Petersburg der Zarin Katharina der Groflen wurde ihm an
der Akademie der Wissenschaften ein ehrenvoller Empfang bereitet. Er arbeitete wie in der
ersten Sankt Petersburger Periode in der Kunstkamera und lebte in einem von Katharina der
GroBen geschenkten Palais mit seinem Sohn Johann Albrecht direkt an der Newa.

1771 erblindete er vollstindig. Trotzdem entstand fast die Hilfte seines Lebenswerks in der
zweiten Petersburger Zeit. Hilfe erhielt er dabei von seinem Sekretdr Niklaus Fuf3, der nach
seinem Tod als erster eine Wiirdigung verfasste, und seinen S6hnen Johann Albrecht, Karl und
Christoph. 1783 starb er an einer Hirnblutung. Trotz seiner Forderung wurde er nie Président
der Universitit, dieses Amt besetzte meist einer der Liebhaber Katharinas, aber sein Einfluss
in der Universitéit war fast dem des Prisidenten ebenbiirtig.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Euler war extrem produktiv: Insgesamt gibt es 866 Publikationen von ihm. Ein groBer Teil der
heutigen mathematischen Symbolik geht auf Euler zuriick (zum Beispiel e, 7, i, Summenzei-
chen Y, f(x) als Darstellung fiir eine Funktion). 1744 gibt er ein Lehrbuch der Variationsrech-
nung heraus. Euler kann auch als der eigentliche Begriinder der Analysis angesehen werden.
1748 publiziert er das Grundlagenwerk Introductio in analysin infinitorum, in dem zum ersten
Mal der Begriff der Funktion die zentrale Rolle spielt.

In den Werken Institutiones calculi differentialis (1765) und Institutiones calculi integralis
(1768-1770) beschiftigt er sich auBer mit der Differential- und Integralrechnung unter an-
derem mit Differenzengleichungen, elliptischen Integralen sowie auch mit der Theorie der
Gamma- und Betafunktion. Andere Arbeiten setzen sich mit Zahlentheorie, Algebra (zum
Beispiel Vollstindige Anleitung zur Algebra, 1770), angewandter Mathematik (zum Beispiel
Mechanica, sive motus scientia analytica exposita, 1736 und Theoria motus corporum soli-
dorum seu rigidorum, 1765) und sogar mit der Anwendung mathematischer Methoden in den
Sozial- und Wirtschaftswissenschaften auseinander (zum Beispiel Rentenrechnung, Lotterien,
Lebenserwartung).

In der Mechanik arbeitete er auf den Gebieten der Hydrodynamik (Eulersche Bewegungsglei-
chungen, Turbinengleichung) und der Kreiseltheorie (Eulersche Kreiselgleichungen). Die erste
analytische Beschreibung der Knickung eines mit einer Druckkraft belasteten Stabes geht auf
Euler zuriick; er begriindete damit die Stabilitdtstheorie. In der Optik verdftentlichte er Werke
zur Wellentheorie des Lichts und zur Berechnung von optischen Linsen zur Vermeidung von
Farbfehlern.

Seine 1736 verdffentlichte Arbeit Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis beschéf-
tigt sich mit dem Kénigsberger Briickenproblem und gilt als eine der ersten Arbeiten auf dem
Gebiet der Graphentheorie.

Uber seinen wenig rezipierten Beitrag zur mathematischen Musiktheorie (Tentamen novae theo-
riae musicae, 1739), bemerkte ein Biograph: »fiir die Musiker zu anspruchsvolle Mathematik,
fiir die Mathematiker zu musikalisch.«

1745 {iibersetzte Leonhard Euler das Werk des Englidnders Benjamin Robins New principles
of gunnery ins Deutsche, das im selben Jahre in Berlin unter dem Titel Neue Grundsdtze der
Artillerie - enthaltend die Bestimmungen der Gewalt des Pulvers nebst einer Untersuchung
tiber den Unterschied des Widerstands der Luft in schnellen und langsamen Bewegungen aus
dem Englischen des Herrn Benjamin Robins iibersetzt und mit den notigen Erlduterungen
und vielen Anmerkungen versehen. Das Buch beschiftigt sich mit der so genannten inneren
Ballistik und — als Hauptthema — mit der &dufleren Ballistik. Seit Galilei hatten die Artilleristen
die Flugbahn der Geschosse als Parabeln angesehen, indem sie den Luftwiderstand wegen
der »Diinnheit« der Luft glaubten vernachlédssigen zu diirfen. Robins hat als einer der ersten
wertvolle Experimente ausgefiihrt und gezeigt, dass dem nicht so ist; dass im Gegenteil die
Flugbahn durch den Einfluss des Luftwiderstandes wesentlich abgeédndert werde. Somit wurde
dank Robins und Eulers Mithilfe »das erste Lehrbuch der Ballistik« geschaffen. Da solch ein
Lehrbuch einer Armee einen Vorteil verschaftte, wurde es 1777 wieder ins Englische und
1783 ins Franzosische libersetzt. In Frankreich wurde es sogar als offizielles Lehrbuch in den
Militarschulen eingefiihrt, sodass sogar Napoléon Bonaparte es (als Leutnant) studieren musste.

Besondere Bedeutung in der breiten Offentlichkeit erlangte seine populirwissenschaftliche
Schrift Lettres a une princesse d’Allemagne von 1768, in der er in Form von Briefen an
die Prinzessin von Anhalt-Dessau, einer Nichte Friedrichs des GroBen, die Grundziige der
Physik, der Astronomie, der Mathematik, der Philosophie und der Theologie vermittelt.

Zeitgenossen Eulers waren unter anderen Christian Goldbach, Jean le Rond d’Alembert, Alexis-
Claude Clairaut, Johann Heinrich Lambert und einige Mitglieder der Familie Bernoulli.
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10.1 Problemstellung
10.1.1 Eulertouren

Die Briicken von Kénigsberg

Definition von Eulertouren.

Definition
Eine Eulertour durch einen Graphen ist eine Folge von Knoten, so dass

1. je zwei aufeinanderfolgende Knoten durch eine Kante verbunden sind,
2. der letzte und der erste Knoten in der Folge durch eine Kante verbunden sind,
3. jede Kante des Graphen genau einmal besucht wird.

Bekanntermallen gilt folgender Satz:

Satz
Ein zusammenhdngender Graph hat genau dann eine Eulertour, wenn jeder Knoten einen
geraden Grad (Anzahl Nachbarn) hat.

10.1.2 Sortieren von Blattern

Ziel: Reihenfolge der Blétter bei einer Inorder-Traversierung.
Der Problem INORDER-RANKING

Eingabe Ein gerichteter Baum.
Ausgabe Die Blitter in der Reihenfolge einer Inorder-Traversierung.

Eingabe

Ausgabe
f,e,d, h
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10.2 Bdume und Eulertouren
10.2.1 Vom Baum zur Eulertour

Wir kénnen B&ume in Eulertouren verwandeln.

Gegeben sei ein Baum, dargestellt als Adjazenzliste.

Wir ersetzen nun jede Kante durch zwei Kanten.

Im resultierenden Graph hat jeder Knoten einen geraden Grad.
Also gibt es einen Eulertour, die wir nun finden wollen.

Wie findet man die Eulertour?
Algorithmus

1. Eingabe sei die Adjazenzliste des Baumes.
2. Lege folgende Reihenfolge auf den Nachbarn jedes Knotens fest:
Erst die Kinder von links nach rechts, dann der Elternknoten.

3. Erzeuge daraus eine Liste der Kanten fiir die Eulertour.

4. Verkette die Kanten wie folgt:
— Sei (u,v) eine Kante.
— Dann ist U ein Nachbar von v. Sei U’ der »nichste« Nachbar von V.
— Dann ist der Nachfolger der Kante (u,v) die Kante (v,u’).

Satz
Zu einem durch eine Adjazenzliste gegebenen Baum kann man in Zeit O(1) und Arbeit

O(n) eine Eulertour berechnen.

Der Algorithmus lokal fiir einen Knoten v.

1 Der Knoten V in der 2 Eine Reihenfolge fiir 3 Erzeuge Kanten eines
Ausgangssituation die Nachbarn von v Graphen

4.1 Diese Kanten sind 4.2 Die Kante zwischen

die Knoten (!) der Liste (u,v) und (v,u")

10-7

10-8

10-9
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4.3 Alle lokalen Kanten

Der Algorithmus fir einen ganzen Baum.

Beispiel (Der Ausgangsbaum)
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10.2.2 Von der Eulertour zum Ranking

Von der Eulertour zur Sortierung der Blétter.

Unser Hauptziel ist immernoch, die Blitter eines Baumes in ihre Inorder-Reihenfolge zu
bringen.

Dazu gehen wir wie folgt vor:

1. Wir berechnen eine Eulertour.

Wir brechen diese am Ende auf durch Loschen der letzten Kante.

Wir wenden einen Ranking-Algorithmus auf die Kanten an.

Wir ziehen die Liste gerade.

Wir 16schen alle Kanten, die nicht zu Bldttern fiihren.

Wir wenden Prdfixsummen an, um jedem Blatt eine Position zuzuweisen.

2.
3.
4.
5.
6.

Die Schritte des Algorithmus.

Beispiel (Das Ranking der aufgebrochenen Liste)

Rang 1 2 3 456 7 8 9 10 11 12 13
Kantevon a b f b e b a g c¢c d ¢ h ¢
nach b fbebagcd ¢c h c¢c g

Wie schnell geht das Sortieren der Blétter?

Satz
Die Inorder-Traversierungsreihenfolge eines Baumes, der als Adjazenzliste gegeben ist,
kann in Zeir O(logn) und Arbeit O(n) berechnet werden.

Zur Ubung
Schitzen Sie zum Beweis die Zeit und den Aufwand der einzelnen Schritte des Algorith-
mus ab:
1. Berechnen der Eulertour.
Aufbrechen der Eulertour.
Anwenden des Ranking-Algorithmus.
Geradeziehen der Liste.
Loschen aller Kanten, die nicht zu Blattern fiihren.
Priafixsummen.

oA~ ®D
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Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Beim Eulertourproblem geht es darum, in einem Baum jede Kante genau einmal zu
besuchen.

2. Man kann einen Baum in eine Eulertour umwandeln, indem man jede Kante verdop-
pelt.

3. Man kann mittels der Eulertour die Inorder-Reihenfolge der Blitter bestimmen.
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Kapitel 11

Avuswerten von arithmetischen
Avusdricken

Gemeinschaftliches Rechnen

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Konzept der Baumkontraktion kennen 1.1 Problemstellung

2. Schnelle und optimale Algorithmen zur
Auswertung arithmetischer Ausdriicke kennen und
eigene erstellen konnen

11.3.1 Problematik
11.3.2 Losungsidee

11.3.5 Algorithmus

Uber verschlungene Seitenpfade (Sie erinnern sich hoffentlich noch an bunte Listen, Ita-
lienkarten, schaffressende Wolfe und die Briicken von Konigsberg) haben wir uns dem
zentralen Problem dieses Teils der Veranstaltung genihert: Dem Auswerten arithmetischer
Béiume.

Die Problematik liegt, wie schon friiher angedeutet, darin, dass arithmetische Ausdriicke
nicht schon symmetrisch sein miissen, sondern beliebig degenerieren konnen. Sind sie
vollstindig degeneriert (also im Wesentlichen Listen), so ist die Sache auch wieder iiber-
sichtlicher, wirklich problematisch sind die Bdume, die nicht Fisch und nicht Fleisch
sind — weder einigermallen ausgeglichene Biume noch Listen. Um solche Ausdriicke zu
verarbeiten werden wir zwei »Iricks« benutzen: Erstens besorgen wir uns eine Inorder-
Traversierung der Blitter, welche es uns erlauben wird, jedes »zweite« Blatt parallel zu
verarbeiten.

Der zweite Trick ist, »schon mal anzufangen« mit dem Auswerten von Teilbdumen, auch
wenn nicht alle notigen Informationen vorliegen. Dies geht grob wie folgt: Ein Additions-
knoten habe als linkes Kind ein Blatt mit dem Wert X. Das rechte Kind sei ebenfalls ein
Additionsknoten, der als linkes Kind ebenfalls ein Blatt (mit dem Wert y) habe und als
rechtes einen groflen Teilbaum. Auf den Wert des groflen Teilbaums wird man eventuell
linger warten miissen; den Effekt des Additionsknoten und seines rechten Kindes kann
aber leicht »schon mal« zusammengefasst werden zu einer einzigen Addition mit X +Y.
Ebenso kann man natiirlich zwei Multiplikationen zu einer zusammenfassen. Kommen
Additionen und Multiplikationen gemischt vor, so muss man etwas trickreicher vorgehen,
aber auch dies ist moglich.

Wir werden heute nur Additionen und Multiplikationen betrachten. In den Ubungsaufga-
ben wird angedeutet, wie man auch weitere Operationen integrieren kann; allerdings wird
das notige »trickreiche Vorgehen« dabei immer komplizierter.

11.2 Ein einfacher Fall

11.3 Der allgemeine Fall

11.3.3 Linearformen als Kantengewichte
11.3.4 Die Rake-Operation . . ... ... ...

Ubungen zu diesem Kapitel

82

82

83
83
83
84
84
86

87
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11.3 Ein einfacher Fall

11.1 Problemstellung

Worum es heute geht.

— Wir wollen arithmetische Ausdriicke ausrechnen.

— Beispiele sind 3+4 oder 5- (6 + 10).
— Es kommen nur Additionen und Multiplikationen vor.
— Dies Ausdriicke konnen beliebig komplex sein.

— Wir wollen sie parallel auswerten.

— Die Addition und die Multiplikation von zwei Zahlen gilt als Elementaroperation,
dauert also O(1).

Die genaue Problemstellung.

Problemstellung

Eingabe Die Adjazenzliste eines bindren Baumes, dessen innere Knoten mit den Sym-
bolen + und x beschriftet sind und dessen Blitter mit ganzen Zahlen be-
schriftet sind.

Ausgabe Wert des Baumes.

Beispiel
Eingabe: @ Ausgabe: 14

oo
ofo¥ofo
ofo

11.2 Ein einfacher Fall

Zur Ubung
Nehmen wir an, der Baum ist ausgeglichen. (Alle Blitter sind auf einer Hohe.)

1. Geben Sie einen Algorithmus an, der den Baum in Zeit O(logn) und Arbeit O(n)
auswertet, wobei n die Anzahl der Zahlen in dem Baum ist.

2. Falls Ihr Algorithmus bei nicht ausgeglichenen Baumen funktioniert, wie lange be-
notigt er bei einem beliebigen Baum der Tiefe h?
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11.3 Der allgemeine Fall
11.3.1 Problematik
Di

e Problematik im allgemeinen Fall.

Besonders problematisch scheint der Fall eines degenerierten Baumes.

Hier kann man in jedem Schritt immer nur fiir einen Knoten den Wert sofort aus-
rechnen.

Die entsprechenden arithmetischen Ausdriicke kommen sehr haufig vor (zum Beispiel
im Horner-Schema).

©
ofio
é@fbb
offo

11.3.2 Lésungsidee

Lésungsidee: Schon Mal anfangen. ..

— Wir konnen den Wert von Knoten »in der Mitte« nicht komplett auswerten.
— Wir kdnnen aber »schon mal anfangen«.
— Dazu fassen wir die »Wirkung« mehrerer Knoten zusammen.

o N =
eoolko &S @
ARG

Neues Problem: Mischung von Addition und Multiplikation

— Kommen Multiplikationen und Additionen durcheinander, so ist unklar, wie man
»schon mal anfangen« kann.

— Der Trick ist, dass man mehrere gemischte Multiplikationen und Additionen zu einer
Multiplikation gefolgt von einer Addition zusammenfassen kann.

SNy e’ N
ofo ofo
d@fb e
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Grobe Lésungsidee.

In jeder Runde werden wir parallel die Hilfte aller Blétter entfernen.
Dazu wird an jedem zweiten Blatt »schon mal angefangen zu rechnen.
Dies verkleinert den Baum in jedem Schritt um die Hailfte.

Nach logn Schritten haben wir dann das Ergebnis.

11.3.3 Linearformen als Kantengewichte

Woas ist eine Linearform?

Definition
Eine Linearform ist eine Funktion der Form f(X) =a-X+b fiir zwei Konstanten a und b.

— Linearformen beschreiben genau den gemeinsamen Effekt mehrerer Additionen und
Multiplikationen.

— Wir werden Linearformen einfach schreiben als ax +b. Man kann sie sogar noch
kiirzer schreiben als (a,b).

— Die Linearform 1x+ 0 ist offenbar die Identitét.

Was machen wir mit den Linearform?

— Wir schreiben Linearformen an Kanten des Baumes.

— Die Bedeutung einer Linearformen an einer Kante ist: Wenn das Ergebnis des Teil-
baumes unterhalb der Kante »hochgereicht« wird, dann muss dabei die Linearformen
angewandt werden.

Do
oW
ofo

— Wir erlauben auch, dass an einer Kante keine Linearform steht. Wen dies stort, der
schreibt an solche Kanten 1x + 0.

11.3.4 Die Rake-Operation
Die Rake-Operation.

— Ziel ist es nun, ein Blatt »loszuwerden«.

— Das Blatt darf auch mitten im Baum stehen und die Kanten sind schon mit Linear-
formen belegt.

— Das Entfernen des Blattes geschieht in zwei Schritten.

1. Das Blatt wird entfernt.
2. Der Eltern-Knoten wird entfernt.

O 4 4
£
<% &

/N 7N
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11.3 Der allgemeine Fall

Details der Rake-Operation.
Teil 1.1: Blatt [6schen bei einer Addition.

Wir wollen das Blatt v 16schen und der Elternknoten u ist ein Additionsknoten.

Beispiel

é wird zu é

/ / (1)
3x+5; ?2x+4 5x+18

/N N\

Allgemeine Umwandlung

é wird zu é

/ / %
axz\% %7% @x+d+(av+b)

7\ 7N

Details der Rake-Operation.
Teil 1.2: Blatt 16schen bei einer Multiplikation.

Wir wollen das Blatt v 16schen und der Elternknoten U ist ein Multiplikationsknoten.

Beispiel
é wird zu é
f &
3x4&3‘ Ezéwl <\11§8x+56
/N N\
Zur Ubung

é wird zu é
e
Koko) o

/N /N
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11 Auswerten von arithmetischen Ausdriicken
11.3 Der allgemeine Fall

1116 Details der Rake-Operation.
Teil 2: Léschen des Knotens mit nur einem Kind.

Wir wollen den alten Elternknoten 16schen, der jetzt nur noch ein Kind hat.

Beispiel

wird zu

o o
/ :2 8y

N\

Allgemeine Umwandlung

wird zu

/‘é>%+d Q@X—Fcb—kd
ol a

N\

1117 Zur Laufzeit und Korrektheit des Algorithmus

Satz
Der Algorithmus Rake wandelt einen arithmetischen Baum in Zeit O(1) und Arbeir O(1)
um, ohne seinen Wert zu dndern.

11.3.5 Algorithmus

11-18 Der Algorithmus - wir setzen jetzt alles zusammen.
Algorithmus Evaluate

1. Lies einen arithmetischen Baum als Eingabe, gegeben als Adjazenzliste.

2. Erstelle mittels der Euler-Tour-Technik einen Blétter-Array, in dem die Blitter nach-
einander in ihrer Traversierungsreihenfolge im Baum stehen.

3. Wenn der Baum nur noch aus der Wurzel besteht, so steht dort das Ergebnis. Sonst
wiederhole:

3.1 Betrachte nur die Blitter mit gerader Nummer.

3.2 Teile diese (konzeptionell) in die Mengen L und R der Blitter auf, die linke
Kinder und die rechte Kinder sind.

3.3 Fiihre Rake parallel fiir alle Elemente von L aus.

3.4 Fiihre Rake parallel fiir alle Elemente von R aus.

3.5 Streiche (konzeptionell) alle Blitter mit gerader Nummer aus dem Array.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Zur Laufzeit und Korrektheit des Algorithmus

Satz
Der Algorithmus Evaluate wertet arithmetische Ausdriicke in Zeit O(logn) und Arbeit
O(n) aus.

Beweis.

— Die Laufzeit ist O(logn), da die Vorverarbeitung Zeit O(logn) braucht und die Haupt-
schleife logn mal durchlaufen wird und in der Schleife immer nur Zeit O(1) bendtigt
wird.

— Die Arbeit ist O(n), da die Vorverarbeitung O(n) Arbeit macht und ein der Haupt-
schleife jedes Blatt nur einmal betrachtet wird.

— Der Algorithmus ist korrekt, da sichergestellt ist, dass sich je zwei Rake-Operationen
nicht »in die Quere kommen«.

O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Arithmetische Ausdriicke lassen sich in Zeit O(logn) und Arbeit O(n) auswerten.
2. Bei nicht ausgeglichenen Bdumen muss man mittels Linearformen »Berechnungen
schon mal in der Mitte beginnen«, obwohl nicht alle Daten vorliegen.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 11.1 (Auswertung von monotonen booleschen Formeln, leicht)

Eine monotone boolesche Formel ohne Variablen kann man als Baum auffassen, an dessen Blattern
die Konstanten true und false stehen und dessen innere Knoten mit den Junktoren A und V
beschriftet sind.

Beschreiben Sie, wie ein Algorithmus fiir die Auswertung solcher Formeln funktioniert, der eine
Laufzeit von O(logn) und Arbeit O(n) hat. Der Baum sei wie iiblich als Adjazenzliste gegeben.
Der Detailgrad Ihrer Beschreibung des Algorithmus sollte sich am Skript zur Vorlesung iiber arith-
metische Ausdriicke orientieren.

Ubung 11.2 (Auswertung von booleschen Formeln, mittel)

Eine allgemeine boolesche Formel ohne Variablen enthélt neben den Und- und Oder-Junktoren auch
noch Negationsknoten mit nur einem Kind.

Beschreiben Sie, wie Sie Ihren Algorithmus aus der vorherigen Aufgabe erweitern konnen, so dass
er auch mit solchen Formeln umgehen kann (und noch dieselbe Laufzeit und Arbeit aufweist).
Beachten Sie, dass Negationsgatter in langen Ketten auftreten konnen (es gibt verschiedene Arten,
dieses Problem zu 16sen).

Ubung 11.3 (Auswertung fir Addition und Maximum, mittel)

Geben Sie einen Algorithmus an, der einen arithmetischen Ausdruck auf den rationalen Zahlen iiber
den binidren Operationen Addition (+) und Maximumsbildung (max) auswertet. Der Ausdruck ist
dabei als Bindrbaum mit n Blittern gegeben und der Algorithmus soll eine Laufzeit von O(logn)
besitzen.

Tipp: Benutzen Sie statt der Linearformen a-X+ b als Kantenbeschriftung Ausdriicke der Form
max(a-+x,b).

Ubung 11.4 (Auswertung von verallgemeinerten Formeln, schwer)

Losen Sie die vorherige Ubungsaufgabe fiir arithmetische Ausdriicke auf den positiven rationalen
Zahlen iiber den Operationen +, X und max.

Tipp: Uberlegen Sie sich zunichst einen geeigneten Ersatz fiir die Linearformen.

1119
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Worum Zum Abschluss der Thematik »Parallele Algorithmen« soll es um ein Thema gehen, um
esgiehlfe das kein Informatiker herumkommt: Sortieren. Computer sind stindig mit Sortieren be-

schiftigt, sie verbringen einen nicht unerheblichen Prozentsatz ihrer gesamten Rechenzeit
(und damit ihres Stromverbrauchs) damit. Deshalb erscheint es geboten, dem Sortierpro-
blem mindestens so viel Aufmerksamkeit zu schenken wie dem — im direkten Vergleich
schon fast elfenbeinturmhaften — Problem der Auswertung arithmetischer Ausdriicke.

Wir haben bereits einen parallelen Merge-Sort-Algorithmus kennen gelernt. Der Hauptteil
dieses Kapitels geht um Sortiernetze, mit deren Hilfe wir Daten zwar nicht schneller
sortieren konnen als mit dem parallelen Merge-Sort-Algorithmus, aber dafiir wesentlich
einfacher und sehr leicht praktisch umsetzbar. Dies ist ein ganz wesentlicher Aspekt, wenn
man Algorithmen tatséchlich implementieren mochte. Sortiernetzwerke lassen sich nicht
nur sehr einfach in Algorithmen verwandeln, sie lassen sich sogar elegant in Hardware
atzen. Damit sind sie pridestiniert fiir den Einsatz in eingebettenen Systemen, bei denen
es um Geschwindigkeit geht. Zum Vergleich: Versuchen Sie doch mal, den Schafe-und-
Wolfe-Algorithmus in ein FpGa zu verwandeln (es erscheint unwahrscheinlich, dass dies
in diesem Universum jemals geschehen wird).

Natiirlich gibt es einfachere und komplexere Sortiernetzwerke; wir werden nur einfache in
diesem Kapitel behandeln. Das Ajtai-Komlés-Szemerédi-Sortiernetzwerke ist (theoretisch)
wesentlich flacher als die einfachen in diesem Kapitel vorgestellten: Es hat Tiefe O(logn)
statt O(Iog2 n). Erkauft wird dies mit einer komplexen Konstruktion und einer in der O-
Notation versteckten Konstante, die man in verbesserten Versionen auf unter 6100 driicken
konnte. Solche Netzwerke sind also nur dann »flach«, wenn man mehr als 102°°° Zahlen
sortieren mochte, was in der Praxis nur sporadisch vorkommit.
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12.2 Einfacher Merge-Sort

12.1 Einfacher Merge-Sort

Unsere Ziele
Sei < eine feste Lineare Ordnung auf Objekten.

Problemstellung

Eingabe Liste von Objekten
Ausgabe Sortierte Liste der Objekte

Bekanntermafen ist T*(n) = O(nlogn).
Ziele

1. Ein Algorithmus mit Zeit O(log?n) und Arbeit O(nlogn) (heute).

2. Ein einfacher Algorithmus mit Zeit O(log®n) und Arbeit O(nlog?n) (heute).

3. Ein Algorithmus mit Zeit O(logn) und Arbeit O(nlogn) (moglich, aber sehr kom-
pliziert).

Ein einfacher Merge-Sort-Algorithmus.

Algorithmus
Sei A der Eingabearray. Falls seine Liange 1 ist, so sind wir fertig. Sonst:

1. Teile A in die vordere und in die hintere Hilfte auf.
2. Sortiere (parallel) die vordere und die hintere Hilfte rekursiv.
3. Verschmelze die beiden sortierten Listen zu einer Liste.

Zur Erinnerung:

— Wir konnen zwei Listen der Lédnge n in Zeit O(logn) und Arbeit O(n) verschmelzen
(mittels Accelerated Cascading).

— Merge-Sort hat eine Rekursionstiefe von O(logn).

~ Also ist die Gesamtzeit O(log?n) und die Arbeit O(nlogn).

12.2 Sortiernetze
12.2.1 Warum noch ein Algorithmus?

Warum noch ein Algorithmus zum Sortieren?

Sortieren ist eines der wichtigsten Probleme iiberhaupt.

— Es kommt in sehr vielen Anwendungen als Teilproblem vor.

Der einfache Merge-Sort Algorithmus enthilt einen komplexen Verschmelzungalgo-
rithmus.

Der einfache Merge-Sort Algorithmus lésst sich schlecht in Hardware implementieren.
Es lohnt sich also, nach einem praktischeren Sortieralgorithmus Ausschau zu halten.
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12.2 Sortiernetze

12.2.2 Idee des Sortiertnetzes

Die Elementaroperation, mit der wir die Daten sortieren.
Operation CompareSwap

Eingabe Zwei Objekte X und Y.
Ausgabe Die Objekte in sortierter Reihenfolge, also (X,Y), falls x <Y, sonst (Y,X).

Bemerkungen:

— Die Operation vergleicht zwei Objekte und vertauscht sie, falls notig.
— Wir wollen die Objekte nur mittels dieser Operation sortieren.
— Wir nehmen an, dass diese Operation eine Zeiteinheit dauert.

Sortiernetzwerk bestehen aus vielen Anwendungen von CompareSwap.

Definition (Vergleichsnetzwerk, Sortiernetzwerk)
Ein Vergleichsnetzwerk fiir n Objekte ist ein DAG mit:

— n Eingabeknoten.

— n Ausgabeknoten.

— Alle inneren Knoten haben zwei Eingidnge und zwei Ausgéinge und fithren Compa-
reSwap aus.

Ein Vergleichsnetzwerk ist ein Sortiernetzwerk, wenn es jeden Array von n Knoten sortiert.

Beispiel

AL —( )\4—»& B1
Ar - /\/ B>
Az ) Bs

Eine andere Art, ein Sortiernetzwerk aufzuschreiben.
Es ist giinstig, die Knoten eines Sortiernetzwerks als »Kanten zwischen Linien« aufzu-
schreiben.

Runde Knoten A; — B
/
N S

Kantenknoten A; B,
Az B2
Az B3

Die wichtigsten Parameter von Sortiertnetzwerken.

— Die Anzahl der inneren Knoten nennen wir die Grdofle des Netzwerks.

— Die Lénge des lingsten Pfades nennen wir die Tiefe des Netzwerks.

— Offenbar entspricht die Gro3e von Netzwerken der Arbeit und die Tiefe der Rechenzeit
bei einer PRAM.

Zur Ubung
Geben Sie ein Sortiernetzwerk moglichst kleiner Tiefe fiir n = 4 an.
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12.3 Bitonischer Merge-Sort

12.2.3 Das 0-1-Prinzip

Das O-1-Prinzip.

Satz

Ein Vergleichsnetzwerk ist genau dann ein Sortiernetzwerk, falls es jede 0-1-Folge sortiert.
Fiir den Beweis brauchen wir zunichst das Monotonielemma.

Lemma

Sei N ein Vergleichsnetzwerk und f: A — {0,1} sei monoton (das bedeutet, aus a <b
Jolgt T(a) < f(b)). Permutiert N die Eingabe (ai,...,an) zu (b1,...,bn), so gibt es bei
Eingabe (f(a1),...,f(an)) auch (f(b1),...,f(bn)) aus.

Beweis. Eine Induktion iiber die Anzahl der Knoten. O

Beweis des O-1-Prinzips

Beweis. Beweis durch Widerspruch. Sei (aj,...,an) ein Tupel, das nicht korrekt sortiert
wird. Dann gibt es in der Ausgabe (b1,...,bn) des Vergleichsnetzwerk eine Stelle i, fiir
die bj > bj;1 gilt.

Die Funktion f: A — {0,1} sei wie folgt definiert:

> .
fa) = {1 falls a > b;

0 falls a<b;.
Offenbar ist f monoton. Nach dem Monotonielemma wird (f(a1),...,f(an))) auf das
Tupel (f(b1),...,f(bn)) abgebildet. Dann ist aber f(bj) =1 > 0= f(bj11). Also ist die
Ausgabe nicht sortiert. O

12.3 Bitonischer Merge-Sort
12.3.1 Bitonische Folgen

Was sind bitonische Folgen?

Definition (Bitonische Folgen)
Eine bitonische Folge ist

— entweder erst aufsteigend und dann absteigend
— oder erst absteigend und dann aufsteigend.

Beispiel
Zwei bitonische Folgen:

-1,4,9,8,7,6,2.
- 1,1, 1,0, 1,1, 1.

Eine nicht bitonische Folge:
-1,1,2,1,0, 1.

Plan zum Bitonischen Merge-Sort.
Zum Sortieren einer Listen gehen wir in zwei Schritten vor:

1. Wir verwandeln die unsortierte Liste (rekursiv) in eine bitonische Liste.
2. Wir verwandeln die bitonische Liste (rekursiv) in eine sortierte Liste.

12-11
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12.3 Bitonischer Merge-Sort

12.3.2 Der Halbreiniger

Die Definition von Halbreinigern.

Definition (Halbreiniger)
Ein Halbreiniger ist das Vergleichsnetzwerk auf 2n Eingaben, das parallel jeweils auf
allen Eingaben i € {1,...,n} und Eingaben i+n ein CompareSwap ausfiihrt.

Beispiel

Al B1
Ay B2
As B3
Ay B4
As Bs
Ag Bs
A7 By
Ag Bs

Zentrale Eigenschaft von Halbreinigern.

Satz

Sei A eine bitonische 0-1-Folge der Linge 2n.

Wendet man auf dieses Array einen Halbreiniger an, so ist die Ausgabe
1. bitonisch und
2. die erste Hdilfte ist konstant 0 oder die zweite Hiilfte ist konstant 1.

Beweis. Ubungsaufgabe 12.1. O

Wie man mit Halbreinigern sauber macht.

— Unser Ziel ist es, eine bitonische Folge in eine sortierte (saubere) Folge umzuwandeln.

— Was wir schon konnen ist, ein bitonische Folge zur Hdlfte zu sdubern.

— Séubern wir nun die Hilften rekursiv immer wieder, so erhalten wir insgesamt eine
saubere Liste.

Algorithmus SortBitonicList.
1. Die Eingabe ist eine bitonische Liste der Linge 2n.
2. Wende den Halbreiniger auf die Liste an.
3. Rufe rekursiv und parallel SortBitonicList auf die ersten n und die letzten n Elemente
an.

Das Vergleichsnetz von SortBitonicList.

Beispiel

Al Bl
A2 BZ
A3 B3
A4 B4
As Bs
As Bg
A7 By
Ag Bg
Zur Ubung

Bestimmen Sie T (n) und W (n) fiir SortBitonicList.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

12.3.3 Das Sortiernetz

Wo sind wir2 Wie geht es weiter?

— Wir haben eine unsortierte Liste als Eingabe.
— Wir konnen eine bitonische Liste in eine sortierte Liste umwandeln.
— Was uns fehlt ist, eine unsortierte Liste in eine bitonische umzuwandeln.

Ideen

1. Wir wenden Rekursion an, um die bitonische Liste zu erzeugen.

2. Die Rekursion liefert uns zwei sortierte Listen.

3. Um daraus eine bitonische Liste zu machen, hdngen wir einfach die zweite umgedreht
hinter die erste.

Der Algorithmus BitonicSort(A).

call parallel BitonicSort fiir die erste und fiir die zweite Hdlfte von A

2 Drehe die zweite (nun sortierte) Hdlfte von A um.
3 call SortBitonicList(A)

Satz
Der Algorithmus BitonicSort sortiert eine Liste in Zeit O(log?n) und Arbeit O(nlog?n).

Beweis. Nach der Ubungsaufgabe weiter vorne bendtigt SortBitonicList Zeit O(logn) und

Arbeit O(nlogn). Da die Rekursionstiefe des obigen Algorithmus logn ist, ergibt sich
sofort eine Laufzeit von O(log?n) und eine Arbeit von O(nlog®n). O

Das Sortiernetz von BitonicSort.

Beispiel

Aq B,
Az B,
Az Bs
As B4
As Bs
As Be
Ay B
Ag Bs

— Jeder Block ist ein Aufruf von SortBitonicList.
— Die Struktur ist anders als bei SortBitonicList, da die zweite Liste ja jedesmal umge-
dreht wird.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Man kann eine Liste von Zahlen in Zeir O(log?n) und Arbeir O(nlogn) sortieren
mittels Merge-Sort.

2. Der bitonische Merge-Sort ist sehr einfach zu »programmieren«.

3. Er arbeitet in Zeir O(log?n) und Arbeir O(nlog®n).

12-19
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 12.1 (Haupteigenschaft von Halbreinigern, mittel)

Beweisen Sie den Satz von 12-16, zeigen Sie also: Ist A eine bitonische 0-1-Folge der Linge 2n
und wendet man auf A einen Halbreiniger an, so ist die Ausgabe bitonisch und die erste Hilfte ist
konstant O oder die zweite Hilfte ist konstant 1.

Ubung 12.2 (Odd-Even-Merge-Algorithmus, mittel)

Seien A= (aj,a2,...,an) und B = (by,b,,...,bn) zwei sortierte Folgen, wobei n eine Zweierpotenz
sei. Der Odd-Even-Merge-Algorithmus verschmilzt rekursiv die »ungeraden« Folgen (aj,as,...,
an—1) und (by,bs,...,by_1) zu einer Folge (c1,Cy,...,Cn) sowie die »geraden« Folgen (az,ay,...,
an) und (by,by,...,bn) zu einer Folge (c},C5,...,Ch). Die sortierte Folge ist dann durch

(cq,min{cy, ¢, }, max{cy,cp },min{cs,c3},max{c,cs},...,min{cy_1,Cn},max{cn_1,Ccn},ch)

gegeben.

1. Geben Sie den Odd-Even-Merge-Algorithmus fiir n = 4 als Vergleichsnetzwerk an.
2. Zeigen Sie mit Hilfe des 0-1-Prinzips, dass der Odd-Even-Merge-Algorithmus A und B korrekt

verschmilzt.
3. Es sind 2n Elemente (a3,8y,...,a2n) gegeben, die in die n kleinsten und n groBten aufgeteilt
werden sollen. Dazu werden zuerst (aj,...,an) und (@n41,...,82n) getrennt sortiert. Zeigen

Sie, dass es ein Vergleichsnetzwerk konstanter Tiefe gibt, das aus diesen beiden sortierten
Arrays einen Array mit den n kleinsten und einen mit den n gréfiten Elementen erzeugt.



Teil I
Schaltkreise und untere Schranken

Teil Il

Schaltkreise und
untere Schranken

Das Motto der zwei vorherigen Teilen konnte sein — frei nach Huxley — Oh brave new
parallel world, that has such algorithms in it! In diesem dritten Teil wird die allgemeine
Euphorie etwas geddmpft werden, denn es soll hauptsidchlich um die Frage gehen, was
sich nicht parallelisieren lédsst, ob es also untere Schranken fiir die Parallelisierbarkeit von
Problemen gibt.

Bevor wir uns in die Details stiirzen werden wir uns zunéchst mit Schaltkreisen beschéfti-
gen. Der Grund ist, dass prams etwas unhandlich fiir untere Schranken sind (obwohl wir
auch fiir bestimmte Arten von PrRAMS untere Schranken werden angeben konnen). Schalt-
kreise sind hingegen wirklich »schon einfach zu formalisieren« und gleichzeitig massiv
parallel. Wenn wir es also schaffen, fiir Schaltkreise untere Schranken zu beweisen, werden
wir implizit auch untere Schranken fiir komplexere Modelle wie pPrRAMS erhalten. Damit
nicht der Eindruck entsteht, Schaltkreise seien nur dazu da, bose untere Schranken zu
beweisen, werden auch schone, sehr effiziente Schaltkreise fiir die vier Grundrechenarten
vorgestellt.

Versucht man, untere Schranken fiir die Tiefe (= Rechenzeit) von Schaltkreisen zu bewei-
sen, hat man schnell mit den gleichen Problemen zu kdmpfen wie wenn man versucht,
die P-NP-Frage zu beantworten: Man schafft es nicht. Anstatt das aber einfach zuzugeben
und sich eine ehrliche Arbeit zu suchen, forschen Theoretiker trotzdem munter weiter
daran herum. In Bezug auf die P-NP-Frage sind dabei Resultate der folgenden Art her-
ausgekommen: »Ehrlich gesagt wissen nicht, ob das Erfiillbarkeitsproblem schwierig ist,
aber wir wissen ganz sicher, dass es in NP nicht noch schwierigere Problem gibt.« Ganz
dhnliche Sachen lassen sich in Bezug auf Parallelisierbarkeit aussagen: »Niemand weil,
ob Schaltkreisauswertung parallelisierbar ist, aber wir wissen ganz sicher, dass es in P
nicht noch schlechter parallelisierbare Probleme gibt.«

Ein Hoffnungsschimmer bleibt jedoch: Wir werden untere Schranken fiir einige Probleme
bei PraMs zeigen konnen. Jedoch erweist sich auch dieser beim genaueren Hinschauen als
eher diirftig: Wir miissen »etwas schummeln« und das Maschinenmodell verdndern und
einschrinken.
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Kapitel 13

Boole’sche Schaltkreise

Die einfachsten Parallelrechner

Lernziele dieses Kapitels

A WN =

Inhalte dieses Kapitels
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13.3.3 Der Carry-Look-Ahead-Addierer . . . . 102
Ubungen zu diesem Kapitel 103

Schaltkreise sind die einfachste Form paralleler »Programme«. In der Tat lisst sich kaum
leugnen, dass Schaltkreise massiv parallel arbeiten, denn alle Gatter arbeiten gleichzei-
tig. Den Unterschied zwischen Theorie und Praxis von Schaltkreisen erkennt man aber
schon am Namen: Schaltkreise heif3en elektrotechnisch so, weil da Elektronen »im Kreis«
flieBen; Schaltkreise heiBen mathematisch so, obwohl sie definiert sind als besondere Gra-
phen, die kreisfrei sind. Trotzdem ist die mathematische Modellierung von Schaltkreisen
als Graphen nicht sonderlich weit weg von der Wirklichkeit. Anders als dies bei der Uber-
tragung von PrRAMs in reale Programme gelingt, kann man die Graphen, die Schaltkreise
modellieren, recht gut in reale Hardware umwandeln ohne groBere Zeit- oder Platzver-
luste: Ein Und-Gatter ist auch in Hardware ein Und-Gatter, schlimmstenfalls eine kleine
Ersatzschaltung aus mehreren NAND- oder Nor-Gattern.

In dem Film Die Matrix haben Sie gelernt »time is always against us«. Bei Schaltkreisen
entspricht der Zeit die Tiefe des Schaltkreises, denn so lange miissen wir warten, bis
ein Ergebnis vorliegt. Deshalb wird unser Hauptziel sein, flache Schaltkreise zu finden.
Dazu definieren wir — wir sollte es in der Komplexititstheorie anders sein — ein paar
Klassen, die die Tiefe von Schaltkreisen messen, und sortieren dann Probleme in diese
Klassen ein. Die grofite mathematische Hiirde wird dabei das Problem der so genannten
Uniformitdt sein. Diese etwas unschone Thematik entsteht dadurch, dass Schaltkreise
prinzipbedingt nur eine feste Anzahl von Eingaben haben (anders als Programme, wo die
Eingabelidnge ja beliebig sein kann). Damit Schaltkreise aber Sprachen entscheiden und
wir ihre Michtigkeit damit vergleichbar machen mit uns bereits bekannten Sprachklassen
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(wie P oder NP) ist definitorisches Getrickse notig, vornehm eben »Uniformitét« genannt.

13.1 Formalisierung von Schaltkreisen
13.1.1 Physikalische Schaltkreise

Zwei Schaltkreise.

it Fooas R 3
Copyright by Copyright by Stephane Tsacas, GNU Free Documentation License

13.1.2 Modellierung

Was sollten wir in unser Schaltkreismodell aufnehmen?

— Wir wollen ein Modell von Schaltkreisen erstellen.

— Offenbar wollen wir nicht alle physikalischen Eigenschaften von Transistoren model-
lieren.

— Die Frage ist nun, welche Eigenschaften wir modellieren sollten oder wollen.

Zur Diskussion
Erstellen Sie zwei Listen von Eigenschaften oder Aspekten von Schaltkreisen, die

1. in einem Modell vorkommen sollten
2. in einem Modell ignoriert werden sollten.

13.1.3 Gatter und Verbindungen

Wie unsere Schaltkreise prinzipiell aufgebaut sind.

— Wir werden nur Boole’sche Schaltkreise betrachten.
Das bedeutet, dass nur die Werte 0 und 1 vorkommen, entsprechend Strom fliefit und
kein Strom fliet oder hohe Spannung und niedrige Spannung.

— Schaltkreise zeichnen sich dadurch aus, dass sie keine Kreise bilden.
(Gibt es Riickkopplungen, also Kreise, so spricht man von Schaltwerken.)

— Der Schaltkreis besteht also aus zwei Dingen:

1. Gattern, an denen (mehrere) 0 und 1 Werte verarbeitet werden, und
2. Verbindungen, also Drihten, die die Gatter miteinander verbinden.

13-6
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13.2 Formalisierung von Schaltkreisen

Welche Arten von Gattern gibt es?
Ein Gatter leistet folgendes:

— Es hat (eventuell mehrere) Eingénge, an denen von vorherigen Gattern in jedem Takt
Oen und len anliegen.

— Das Gatter errechnet aus diesen Werten einen neuen Wert (wieder eine 0 oder eine
1) und liefert diesen an seinen Ausgang.

— Wir werden Und-, Oder- und Nicht-Gatter zulassen. (BekanntermafSen wiirden auch
beispielsweise Nand-Gatter geniigen.)

— Vom Ausgang aus wandern die Werte dann zu den nachgeschalteten Gattern.

13.1.4 Definition von Schaltkreisen

Die mathematische Definition eines Schaltkreis.
Definition
Ein Schaltkreis ist ein gerichteter azyklischer Graph mit folgenden Eigenschaften:
— Die Knoten des Graphen sind die Gatter.
— Die Kanten des Graphen sind die Verbindungen.
— Jedes Gatter hat einen der folgenden Gattertypen:
— Eingabegatter — solche Knoten haben Eingrad 0.
— Ausgabegatter — solche Knoten haben Ausgrad 0.
— Negationsgatter — solche Knoten haben Eingrad 1.
— Und-Gatter
— Oder-Gatter
— Die Eingabegatter benennen wir X1 bis X;.
— Die Ausgabegatter benennen wir Y1 bis Y.

Es gibt keine feste Notation fiir Schaltkreise, sie ist Geschmackssache.
Wie eine Berechnung mittels eines Schaltkreises funktioniert.

— Wir wollen Schaltkreise natiirlich benutzen, um Eingaben in Ausgaben umzuformen.

— Dazu legt man die Eingabe an den Eingdngen an und schaut, wie die Berechnung
vorangeht.

— Jedes Gatter kann erst dann beginnen zu arbeiten, wenn alle seine (lokalen) Einginge
einen Wert vorweisen.

Formale Definition der Berechnung.

Definition (Berechnete Funktion)
Sei C ein Schaltkreis mit n Eingdngen und m Ausgidngen. Dann berechnet C eine Funktion
fc:{0,1}" — {0,1}™ wie folgt:
— Seien by bis by Bits.
— Wir definieren rekursiv den Wert eines Gatter als
— bj fiir Eingabegatter X;.
— 1—v fiir Negationsgatter, wenn vV der Wert des Vorgéngers ist.
das logische Oder aller Vorgingergatter fiir Oder-Gatter und
das logische Und aller Vorgingergatter fiir Und-Gatter.
— Sind v; bis vy, dann die Werte der Ausgabegatter, so ist fc(by---by) =vi---vp.

Beispiel eines Schaltkreises

Beispiel
Ein Schaltkreis, der die XOR-Funktion berechnet.

)
e
AT
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13.2 Klassen von Schaltkreisen
13.2.1 Ressourcen bei Schaltkreisen

Welche Ressourcen sind bei Schaltkreisen wichtig?
Sicherlich sind folgende Ressourcen bei Schaltkreisen wichtig:

— Die Grofle des Schaltkreise (Anzahl Gatter), da dies der Chip-Flédche entspricht.

— Die Tiefe des Schaltkreises (maximale Weglinge von Eingabe- zu Ausgabegattern),
da dies der Rechenzeit entspricht.

— Der Fan-In des Schaltkreises (maximaler Eingrad von Gattern), da Gatter mit hohem
Fan-In schwer oder gar nicht zu bauen sind.

Zur Diskussion
Welche weiteren Ressourcen fallen Thnen ein, die bei Schaltkreisen wichtig sind?

13.2.2 Schaltkreisfamilien

Vom Schaltkreis zur Schaltkreisfamilie.
Problem

— Ein einzelner Schaltkreis kann nur genutzt werden, Eingaben einer festen Liinge zu
bearbeiten.
— Im Allgemeinen wollen wir aber Eingaben beliebiger Linge bearbeiten.

Lésung

Der Trick ist, fiir jede mogliche Eingabeldnge n einen eigenen Schaltkreis C,, zu benutzen.
Eine solche Liste C = (Cy,Cy,Cy,...) nennt man eine Schaltkreisfamilie.

Wir schreiben einfach C(x) fiir fCIX\ (x).

Fiir eine Schaltkreisfamilie C bezeichnet

— depthc(n) die Tiefe von Cn und
- sizec(n) die Grdfle von Cy.

Uniforme Schaltkreisfamilien.
Problem

— Schaltkreisfamilien konnen sehr »wild« sein.

— So konnte Cq7 eine Addition durchfiihren und C1g eine Multiplikation und C19 Schach
spielen.

— Schlimmer noch: Schaltkreis C; konnte ein logisches Und oder ein logisches Oder
sein, je nachdem, ob die i-te Turingmaschine anhilt.

— Es gibt also Schaltkreisfamilien, die nicht sinnvoll konstruierbar sind.

Lésung

— Wir interessieren uns besonders fiir logspace-uniforme Schaltkreisfamilien.
— Eine Schaltkreisfamilie (Cp,C1,...) ist logspace-uniform, wenn es eine Logspace-
Maschine gibt, die bei Eingabe von i Einsen den Code von C;j ausgibt.
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13.2.3 Die Klasse POLYSIZE

Die Klasse POLYSIZE.

Definition (POLYSIZE)
Die Klasse POLYSIZE ist eine Sprachklasse. Sie enthilt alle Sprachen L, deren charak-
teristische Funktion von einer Schaltkreisfamilie C

— polynomieller Grofie berechnet werden kann.

Im Einzelnen bedeutet dies:
— Fiir alle Binérstrings b € {0,1}* gilt b € L genau dann, wenn C(b) = 1.
— Es gibt ein k, so dass sizec(n) < nK fiir alle n gilt.

Verlangt man zusitzlich, dass die Schaltkreisfamilie logspace-uniform ist, so spricht man
vom logspace-uniformen POLYSIZE, sonst vom nichtuniformen POLYSIZE.

13.2.4 Die AC- und NCKlassen
bi

e Klasse POLYSIZE »ist nicht parallel«.

Die Klasse POLYSIZE hat den Nachteil, dass Berechnungen polynomiell dauern
konnen.

Wir hitten aber lieber Laufzeiten (=Tiefe) wie O(logn).

Deshalb fithren wir Klassen ein, in denen nur Sprachen sind, fiir die es »flache«
Schaltkreise gibt.

Flache Schaltkreisklassen: AC-Klassen und NC-Klassen.

Definition (AC-Klassen) _
Sei i eine natiirliche Zahl. Die Klasse AC' enthélt alle Sprachen L, deren charakteristische
Funktion von einer Schaltkreisfamilie C

— polynomieller Grofe und
— der Tiefe O(log'n) berechnet werden kann.

Definition (NC-Klassen) _
Sei i eine natiirliche Zahl. Die Klasse NC' enthilt alle Sprachen L, deren charakteristische
Funktion von einer Schaltkreisfamilie C

— mit polynomieller GroBe,
— mit Tiefe O(log'n) und
— mit Fan-In maximal 2 berechnet werden kann.

Wieder gibt es uniforme und nichtforme AC- und NC-Klassen.

Ein ganz einfaches Beispiel.

Beispiel
Die Sprache {1}* liegt sowohl in AC® via der Schaltkreisfamilie (Co,Cy,...) als auch in
NC! via (C},C,...):

Co: yl

Ci: Xg——\1
. X1
Co: Xb3{Aby1

. -
Cs: XZ; Y1

Xo A
Cat 23 AP0
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Co: Y1

Cli Xl——— Y1

. X1

13.3 Additionsschaltkreis
13.3.1 Ziel

Die Problemstellung zum Additionsproblem.

Problemstellung

Fiir ein gegebenes n wollen wir die Funktion py: {0,1}2" — {0,1}"*! berechnen.

Sie addiert die ersten n Bits der Eingabe auf die zweite n Bits und liefert das Ergebnis
zuriick.

Beispiel
- p4(01001101) = 10001.
- p4(00010001) = 00010.

Ziel

Einen »NC!-Schaltkreis« fiir die Funktion.

Genauer ist eine Schaltkreisfamilie polynomieller Grofle und logarithmischer Tiefe ge-
sucht, die alle p, berechnet.

13.3.2 Der naive Addierer

Der naive Addierer.

Definition (Volladdierer)
Ein Volladdierer ist ein Schaltkreis mit drei Eingingen und zwei Ausgéngen. Er liefert
die Binérdarstellung der Summe der drei Eingénge.

by —— ——> C

b, ———|Volladdierer

b3—> — P

Hierbei sind ¢ der Ubertrag (Carry) und p die Paritiit.

Der naive Addierer.
Die Konstruktion eines naiven Addierers:

— Mit einem Volladdierer kann man zwei Bits und noch ein Carry addieren.

Man beginnt deshalb mit einem Volladdierer, der die ersten beiden Bits addiert. Die
Parity ist das erste Ausgabebit.

Das Carrybit des ersten Volladdierers wird mit den zweiten Eingabebits in einen
zweiten Volladdierer gefiittert. Die Parity hiervon ist das zweite Ausgabebit.

Das Carrybit des zweiten Volladdierer wird mit den dritten Eingabebits in einen
dritten Volladdierer gefiittert. Die Parity hiervon ist das dritte Ausgabebit.

— Und so weiter.

Zentraler Nachteil: Die Tiefe des Schaltkreises ist Q(n).
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Zusammenfassung dieses Kapitels

13.3.3 Der Carry-Look-Ahead-Addierer

Warum der naive Addierer so lange braucht.

— Der naive Addierer braucht lange, da die Carry-Bits hinten einen Einfluss auf das
Ergebnis vorne haben kdnnen.

— Bei einem Carry-Look-Ahead-Addierer versucht man deshalb, den Einfluss der Carry-
Bits schneller zu berechnen.

Die drei Effekte, die zwei Bits haben kdnnen.
Sei a,...aiby...by die Eingabe und betrachten wir zwei Bits @; und bj. Thr Einfluss auf
das Carry-Bit lésst sich in drei Klassen unterteilen:
generate Falls beide Bits 1 sind, erzeugen sie auf jeden Fall ein Carry-Bit, unabhingig
davon, was an den niederwertigeren Stellen passiert.
kill Falls beide Bits 0 sind, erzeugen sie auf keinen Fall ein Carry-Bit.

propagate Falls genau ein Bit O ist, so reichen sie das Carry-Bit der niederwertigen Bits
einfach durch.

Wie die Effekte zusammenwirken.

Nehmen wir nun an, der Effekt zweier Bits aj und bj ist g, k oder p und der Effekt von
aj_1 und bj_ ist ebenfalls g, K oder p. Dann ist der Gesamteffekt:

Effekt von aj, bj Effekt von aj_1, bi_1 Gesamteffekt

(0]

~ A RO o T 0e 0
T A0 AT 0e T K’ 0
~ A R AT 0g 09 09 09

Der Carry-Look-Ahead-Addierer.
Ein Carry-Look-Ahead-Addierer ist wie folgt aufgebaut:

Zunéchst wird parallel in Tiefe O(1) fiir jedes Bitpaar (a;j,bj) der Effekt ausgerechnet.
— Dann wird fiir jede Stelle der Effekt ausgerechnet, den alle Bits haben, die nieder-
wertiger sind.

Dazu kann man einen Postfixsumme berechnen. Dies geht in Tiefe O(logn) und Platz
O(n).

Ist fiir jede Stelle der Ubertrag der vorherigen Stellen bekannt, kann die Ausgabe in
Tiefe O(1) und Platz O(n) berechnet werden.

Beispiel
Bitpositioni 4 3 2 1 0
ai o 1 1 1
bi 0 0 0 1
Effekt von a; und bj k p p g
Gesamteffekt bis i . .. k g g g
... und folglicher Ubertrag Ci o 1 1 1
Summe aj+bij+ci_; 0 1 0 0 O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Das mathematische Schaltkreismodell abstrahiert von vielen Details.
2. Die wichtigsten Schaltkreisklassen sind POLYSIZE, NC' und AC'.
3. Man kann Zahlen in Tiefe O(logn) und Platz O(n) addieren.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 13.1 (Simmulation der Sprache der Palindrome durch Schaltkreise, leicht)
Geben Sie eine AC’- oder eine NC!-Schaltkreisfamilie fiir die Sprache der Palindrome an. Begriin-
den Sie auch, warum Ihre Schaltkreisfamilie logspace-uniform ist.

Ubung 13.2 (AC versus NC, mittel)
Zeigen Sie, dass fiir alle i € N gilt: NC' C AC' € NC'*. Folgern Sie daraus, dass fir NC :=
Uien NC' und AC := | J;cy AC' gilt: AC = NC.

Ubung 13.3 (Schaltkreiskomplexitét von reguléren Sprachen, schwer)

Zeigen Sie, dass jede reguldre Sprache in NC! ist.

Aus Threm Beweis sollte einem »geiibten Leser« aufgrund Threr Beschreibung klar sein, wie der
Schaltkreis zu konstruieren ist; es miissen nicht alle Gatter einzeln beschrieben werden.

Tipp: Benutzen Sie die Charakterisierung von regulidren Sprachen durch deterministische endliche
Automaten und verkniipfen Sie die Zustinde eines solchen Automaten dhnlich wie beim Carry-
Look-Ahead-Addierer.
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Kapitel 14

Multiplizieren und Dividieren

Computer rechnen nicht so, wie wir es in der Schule gelernt haben
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Zwei Zahlen zu multiplizieren oder gar zu dividieren ist eine Kunst fiir sich. Beide Ope-
rationen sind so grundlegend, dass die Menschheit sich wirklich viele Gedanken dariiber
gemacht hat, wie man diese beiden Operationen moglichst effizient hinbekommt. Um so
verbliiffender erscheint es, dass die Komplexitit der Division aus komplexitétstheoretischer
Sicht erst im Jahr 2001 endgiiltig gekldrt werden konnte (das Dividieren ist vollstindig
fiir TCY, eine Klasse zwischen AC? und NC1).

Dabei erscheinen beide Operationen zunéchst ganz einfach, schlieBlich lernt jedes Kind
in der Schule schon recht friih, wie dies geht. Die »Schulmethoden« haben aber den
Nachteil, dass sie (a) »sehr sequentiell« sind, insbesondere die Methode zur Division, und
(b) quadratischen Aufwand (in der Lénge der Zahlen) haben, was bei sehr groBen Zahlen
— wie sie zum Beispiel in der Kryptologie oft auftreten — zu viel erscheint.

Ist man nicht an einer Parallelisierung interessiert, dann bietet der Algorithmus von Ana-
tolij Alexejewitsch Karazuba eine schnellere Methode. Soll es aber parallel gehen, so muss
man sich etwas neues ausdenken. Mit etwas Informatiksachverstand sieht man schnell, dass
die Multiplikation mit einem Divide-and-Conquer-Algorithmus recht gut parallelisiert wer-
den kann, was recht einfach einen NC?-Algorithmus liefert. Fiir einen NC!-Algorithmus,
unser erstes Ziel fiir dieses Kapitel, ist ein netter kleiner Zusatztrick notig.

Bei der Division muss man schon mit groleren Kalibern hantieren. In diesem Kapitel wird
eine Newton-Iteration fiir die Division vorgestellt, welche einen NC2-Algorithmus liefert.
Dies ist noch ein sehr kleines Geschiitz verglichen mit den mathematischen Schwerge-
wichten, die im Beweis fiir die TCO-Vollstindigkeit der Division notwendig sind. Da sie
fiir diese Veranstaltung eine Nummer zu grof sind, lassen wir deshalb lieber die Finger
davon.



14 Multiplizieren und Dividieren

14.1  Multiplikationsschaltkreis

14.1 Multiplikationsschaltkreis
14.1.1 Ziel

Die Problemstellung zum Multiplikationsproblem.

Problemstellung

Fiir ein gegebenes N wollen wir die Funktion m,: {0,1}?" — {0,1}?" berechnen.

Sie multipliziert die ersten n Bits der Eingabe mit den zweiten n Bits und liefert das
Ergebnis zuriick.

Beispiel
— my(01001101) = 00110100.
- m4(00010001) = 00000001.

Ziel
Eine NC!-Schaltkreisfamilie fiir die Funktion.

Wie ein NC%Schaltkreis fir die Multiplikation funktioniert.

1. Mit einem Schaltkreis konstanter Tiefe werden n Zahlen ermittelt, deren Summe das
gesuchte Produkt ist. (Schulmethode.)

2. Wir wissen schon, dass sich zwei Zahlen in Tiefe O(logn) addieren lassen.

3. Addieren wir n Zahlen baumartig, so miissen erhalten wir einen Additionsbaum der
Tiefe O(logn).

4. Dies liefert eine Gesamttiefe von O(log®n).

Beispiel (Ein Produki)

1001-1101 =

00001001 +
00000000 +
00100100 +
01001000 =

00001001 +
01101100 =

01110101

14.1.2 Ein Trick

Ein Trick, mit dem man den Schaltkreis flach bekommt.
— Wir kénnen die Addition von zwei Zahlen nicht beschleunigen.

— Wir konnen aber schnell aus drei Zahlen zwei Zahlen machen.

Neue Aufgabenstellung
Eingabe Drei Zahlen a, b, ¢ als Bitfolge.
Ausgabe Bitfolge zweier Zahlen d und e mit a+b-+c=d+e.

Zur Ubung
Uberlegen Sie, wie ein »aus 3 mach 2 Schaltkreis« konstanter Tiefe aussieht.
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14.2 Divisionsschaltkreis

14.1.3 Der Schaltkreis

Wie ein NC!-Schaltkreis fir die Multiplikation funktioniert.

Aufbau einer NC-Multiplikationsschaltkreisfamilie

1. In einer ersten Schicht konstanter Tiefe werden aus der Eingabe n Zahlen erzeugt,
deren Summe das Ergebnis liefert.

2. In den n Zahlen wird parallel in konstanter Tiefe jeder Block von drei Zahlen durch
zwei Zahlen ersetzt.

3. In den verbleibenden %n Zahlen wird parallel in konstanter Tiefe jeder Block von
drei Zahlen durch zwei Zahlen ersetzt.

4. In den verbleibenden ;-‘n Zahlen wird parallel in konstanter Tiefe jeder Block von
drei Zahlen durch zwei Zahlen ersetzt.

5. Und so weiter, bis nur noch zwei Zahlen iibrig sind.

6. Diese werden in Tiefe O(logn) addiert.

Verdeutlichung der Schritte des Schaltkreises an einem Beispiel.

1. Eingabe 10010111-11001111 =?
2. Bildung von zu summierenden Zahlen
3. »3 auf 2«-Reduktion (wiederholt)
4. Endsumme = Endprodukt
0000000010010111

0000001111100101
0000000100101110 ¢

0000000000111100 | 0000011101100001
0000001001011100 >

0000000101111000

0000010010111000

0000010010111000
0000000000000000 ¢

0000000000000000
0000000000000000 0110111001000000
0010010111000000 | 0010010111000000 [ 44500001100000000
0100101110000000 | 0100101110000000
0000011101100001
0000000101111000 0110100001011001

0000111011000000 | 0110010110011001
0110111001000000 0001010010000000

0111101000011001

0000001100000000} 0000001100000000

14.2 Divisionsschaltkreis

14.2.1 Problemstellung

Die Problemstellung zum Divisionsproblem.

Problemstellung

Fiir ein gegebenes N wollen wir die Funktion dy: {0,1}?" — {0,1}" berechnen.
Sie dividiert die ersten n Bits der Eingabe durch die zweiten n Bits und liefert den

ganzzahligen Anteil zuriick.

Beispiel

— m4(11010010) = 0110.
— m4(00010001) = 0001.

Ziel

Eine moglichst flache Schaltkreisfamilie fiir die Division.
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14.2 Divisionsschaltkreis

14.2.2 Division in modernen Prozessoren
Division beim Iltanium Prozessor.

Literatur

[1] Intel Corporation. Intel Itanium Architecture Software Developer’s Manual Volume
1, Revision 2.2, 2002.

frcpa.sO f8,p6 = 6,f7;;
(p6) fnma.sl 9 = £7,f8,f1 ;;

(p6) fma.sl f9 = ¥9,19,f0 ;;
(p6) fma.s1l f8 9,f8,18 ;;
(p6) fma.d.sl 9 = ¥6,18,f0 ;;
(p6) fnma.d.sl f6 = f7,f9,f6 ;;
(p6) fma.d.sO 8 = f6,18,T9

(p6) fma.s1 f8 = 9,188,838
(p6) fma.s1l 9 = 9,¥9,f0 ;;
(p6) fma.sl f8 = f9 ,18,18

— frcpa liefert eine Approximation das Kehrwerts.
— fma steht fiir »floating point multiply and add«.
— fnma steht fiir »floating point negate multiply and add«.

14.2.3 Vorbereitungen

Vorbereitungen: Ein paar Vereinfachungen.

— Es ist im Prinzip egal, ob wir mit Nachkommastellen rechnen oder nicht — ein einfa-
ches Verschieben des Kommas geniigt.

— Wenn wir mit Kommazahlen rechnen, dann reicht es offenbar, einen Kehrwert zu
berechnen. Das Ergebnis a/b errechnet sich dann als (1/b)-a — und wir wissen
schon, wie man schnell multipliziert.

— Da wir wieder das Komma beliebig verschieben konnen, wollen wir nun Kehrwerte
von Zahlen zwischen 1/2 und 1 berechnen. Solche Zahlen haben in Binérschreibweise
die Form 0,1....

Vorbereitungen: Approximative Lésungen und unser neues Ziel.
Definition (n-Approximation)
Sei ¢ € R eine Zahl. Eine n-Approximation von C ist eine Zahl € mit

c—¢ <27

Problemstellung
Eingabe n-Bit Zahl d mit 1/2 <d < 1.
Ausgabe 2n-Approximation von 1/d.

Die Motivation fiir die neue Problemstellung ist, dass fiir zwei n-Bit Zahlen ¢ und d und
fiir eine 2n-Approximation d’ von 1/d gilt: c-d’ ist eine n-Approximation von c¢/d.
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14.2 Divisionsschaltkreis

14.2.4 Das Newton-Verfahren

Eigenschaften des Newton-Verfahrens.

— Das Newton-Verfahren geht auf Isaac Newton zuriick.

Es ist ein numerisches Verfahren, um Nullstellen von Funktionen zu bestimmen.

Es arbeitet iterativ: In jeder Iteration wird die bestehende Approximation (im Allge-
meinen sehr stark) verbessert.

Wie alle numerischen Verfahren funktioniert es nur unter bestimmten Bedingungen.

Ein Satz, der die Konvergenz des Newton-Verfahrens allgemein beschreibt.

Satz
Sei T eine im Intervall [a,b] zweifach stetig differenzierbare Funktion mit f'(X) # 0 fiir

alle x € [a,b]. Sei

f(x)- f(x)
f'(X)Z
Dann existiert exakt eine Nullstelle X von f im Intervall [a,b] und die Folge

f(x
X =0 = f’((xr;))

<1

max
x€[a,b]

konvergiert gegen die Nullstelle fiir alle xo € [a,b)].

Zur Ubung
Wir wollen den Kehrwert einer Zahl d berechnen.

— Wie lautet eine (sinnvolle) Funktion f, deren Nullstelle gerade dieser Kehrwert ist?
— Wie lautet die Iterationsvorschrift

f(x
Xn+1:Xn—%

fiir Thre Funktion f?

Die Fixpunktiteration fir die Division.

— Die Funktion f(x) =d — 1/x hat offenbar die Nullstelle 1/d.
— Die Iterationsvorschrift fiir diese Funktion lautet wegen f/(x) = 1/x? folglich:
d—1/x
Xn+1 = Xn — —XZ/ 1 — —dxﬁ +Xn = Xn(2 —dXp).
n
— Leider ist die Bedingungen fiir die Konvergenz der Newtoniteration nur in einer
Umgebung des Kehrwertes erfiillt (also fiir gute anfdangliche Niherungen).
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14.2 Divisionsschaltkreis

Satz iber die Konvergenz der Iterationsvorschrift fir die Division. 1417

Satz
Sei d mit 1/2 <d <1 gegeben. Sei xo =1 der feste Startwert und sei

Xk+1 = Xk(2 — ka).
K
Dann ist Xy eine 2~2 t2-Approximation von 1/d.

Beweis. Wir zeigen zwei Behauptungen:

k .
1. Bs gilt x = Y2 51 (1—d)L.
2. Es gilt, dass Zizgrl(l—d)i eine 2k-Approximation von 1/d ist.

O
h k-1 i
Zur Behauptung xx = > (1 —d)". 1418
— Wir zeigen die Behauptung durch Induktion.
— Der Induktionsanfang fiir k = 0 ist korrekt.
— Fiir den Induktionschritt rechnen wir wie folgt:
Xir1 = Xk(2 — dxie) = 2x — dxZ = 2% + (—1+ (1 —d))x}
= 2Xk — XkXk + Xk(l - d)Xk
k .
= Xk — Xk — izzzl(l —d)" % + X (1 —d)xk
k_ . k .
=X — Sy (L= )+ Xy (L —d) e
k_ . k .
==Yy (1= d)xe+ S (1—d) %,
= X+ (1—d)2 %
-1 i K 2k—1 i
=Y (1—d)'+(1-d)* Yy (1—d)
oktl_q
= > (@-dy
i=0
Zur Behauptung, dass Z?ﬁgl(l —d)' eine 2k-Approximation von 1/d ist. 1419
Es gilt:
2k+1 ) S o 2%k+1 )
1/d — Z(l—d)" =D 1-d)=>) (1-d)
i=0 i=0 i=0
= Z (1-d)'< Z i
i=2k+2 i=2k+2
—p—2k-1 _p-2
14.2.5 Der Schaltkreis
Von der lteration zum Schaltkreis. 1420

Satz
Es gibt eine NCZ-Schaltkreisfamilie fiir die Division.

Beweis. 1. Fiir gegebene Eingaben a und b wird erstmal das »Komma bei b zurechtge-
riickt«.
2. Dann wenden wir logn mal die Iterationsvorschrift Xy 11 = X (2 — dXk) an. Jede dieser
logn Iteration benétigt Tiefe O(logn).
3. Dann multiplizieren wir das Ergebnis mit a, was in Tiefe O(logn) geht.
4. Die Gesamttiefe ist also O(log®n). O

Bemerkung: Es gibt einen (wahnsinnig komplizierten) NC!-Schaltkreis fiir die Division.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Es gibt eine Schaltkreisfamilie fiir die Multiplikation der Tiefe O(logn).

2. Der Haupttrick ist, dass man zu je drei Zahlen leicht zwei Zahlen finden kann, deren
Summe dieselbe ist.

3. Es gibt eine Schaltkreisfamilie fiir die Division der Tiefe O(log®n).

4. Der Trick ist, eine Newton-Iteration mittels der Vorschrift X1 = Xx(2 — dXx) durch-
zufiihren.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 14.1 (Die Newton-lteration, leicht)

Fiihren Sie fiir die Werte a = %, b= % und ¢ = 0,9 die Newton-Iteration zur Bestimmung des

Kehrwerts durch. Geben Sie jeweils die ersten vier Werte der Iteration exakt an und bestimmen Sie,
auf wie viele Dezimalstellen dies genau ist.

Ubung 14.2 (Konzept der approximativen Lésung, leicht)

Gegeben sind m Zahlen &, ..., 8m, die n-Approximationen der Zahlen ay, ..., am sind.
1. Bestimmen Sie ein moglichst groBes k, so dass " ; & eine k-Approximation fiir S ; aj ist.
2. Beweisen Sie Ihre Behauptung aus dem ersten Teil.

Ubung 14.3 (Schnelle Addition, schwer)
Zeigen Sie, dass es eine AC-Schaltkreisfamilie fiir die Addition gibt.

Tipps: Gehen Sie zundchst wie bei der NC!-Schaltkreisfamilie vor, vermeiden Sie dann aber den
Baum zur Berechnung des Effektes.
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Kapitel 15

Kleine Platzklassen
(Hoffentlich) eine Wiederholung

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Kleine Platzklassen wiederholen 15.1 Kleine Platzklassen

2. Logspace-Many-One-Reduktion wiederholen 15.1.1  Die Klasse L

Die Untersuchung von kleinen Platzklassen erscheint auf den ersten Blick reichlich aka-
demisch — oder wie ich vor kurzem in einem Review zu einem Papier von mir lesen
konnte »mainly of scholary interest« —, kurz gesagt: iiberfliissig. Speicherplatz ist (im
Gegensatz zu Zeit) in aller Regel wahrlich nicht unser Problem. Wenn eine Ingenieurin
ein Gigabyte an Eingabedaten hat, dann wird sie sicherlich auch irgendwo noch Platz
fiir ein Gigabyte weiteren Speicher finden. Man konnte einwenden, dass kleine Syste-
me wie Smartcards oder eingebettete Systeme wie Waschmaschinensteuerungen nicht mit
iibermifBigem Speicherplatz gesegnet sind und es sich sehr wohl lohne, sparsam damit
umzugehen. Wohl wahr — jedoch erscheint es schon von dagobertduckhaftem Geiz zu
zeugen, nur logarithmisch viel Platz vorzusehen.

Hat man beispielsweise ein Gigabyte an Eingabedaten, so diirfte man bei einem erlaubten
Platz von log, n Bits gerademal 33 Bits an Speicher verbrauchen, also grofiziigig gerundet
zwei 32-Bit-Register. Wichst die Eingabemenge auf 1000 Terabyte, so hitte man immerhin
53 Bits zur Verfiigung, also immernoch nicht mehr als zwei Register. Bei der grofiten in
diesem Universum iiberhaupt denkbaren Eingabe (108°, denn so viele Atome hat das Uni-
versum, plus/minus ein paar Zehnerpotenzen), hitte man immerhin zehn 32-Bit-Register
zur Verfiigung.

Wozu also diese Klassen untersuchen? Es gibt zwei Griinde. Erstens schitzt man loga-
rithmischen Platz hiufig gerade deshalb, weil hier so unrealistisch restriktive Annahmen
gemacht werden. Dies bedeutet nimlich, dass, wenn eine Berechnung in logarithmischem
Platz mdoglich ist, wirklich nicht verschwenderisch mit den Ressourcen umgegangen wird.
Beispielsweise benotigt man fiir die Untersuchung der Vollstindigkeit von Problemen
moglichst schwache oder restriktive Reduktionen, denn die Reduktion selber soll ja gerade
moglichst »trivial« sein — es sollen die Probleme sein, welche die »Schwierigkeiten« ent-
halten. Der zweite Grund fiir die Untersuchung von kleinen Platzklassen wird im néchsten
Kapitel klar werden: Erstaunlicherweise sind logarithmischer Platz und Parallelisierbarkeit
von Problemen aufs Engste verwoben.

15.1.2 DieKlasse NL . . ... .........

15.2 Logspace-Reduktion

15.2.1 Reduktionen allgemein . ... ... ..
15.2.2 Logspace-Reduktionen . . .. ... ..
15.2.3 Kompositionalitat . . . ... ... ...
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15 Kleine Platzklassen
15.1 Kleine Platzklassen

15.1 Kleine Platzklassen
15.1.1 Die Klasse L

Wiederholung: Die Klassen L und FL
Eingabeband (nur lesen), n Symbole
3401234+%3143223

—

. Arbeitsband, O(logn) Symbole
42

Copyright Fernando Carmon,
Creative Commons Aftribution License

10690836937182

Ausgabeband (nur schreiben)

Definition der Klassen L und FL

Definition (Die Klasse L und FL)
Eine Funktion f: X* — X* ist in der Klasse FL, falls fiir sie eine Turingmaschine M mit
folgenden Eigenschaften existiert:

— Thre Bénder sind:

1. Das Eingabeband, auf das nur lesend zugegriffen wird.
2. Das Arbeitsband, das die Grofe O(logn) hat bei Eingaben der Lénge n.
3. Das Ausgabeband, auf das nur schreibend zugegriffen wird.

— M schreibt bei Eingabe x das Wort f(X) auf ihr Ausgabeband.
Eine Sprache ist in der Klasse L, falls ihre charakteristische Funktion in FL ist.
Zur Diskussion

Ist es egal, ob die Maschine die Ausgabe nur in eine Richtung beschreiben darf? Ist es
egal, ob sie die Ausgabe iiberschreiben darf?

15.1.2 Die Klasse NL

Definition der Klasse NL

Definition (Die Klasse NL)
Eine Sprache L C 2* ist in der Klasse NL, falls fiir sie eine nichtdeterministische Turing-
maschine M mit folgenden Eigenschaften existiert:

— Thre Bénder sind:

1. Das Eingabeband, auf das nur lesend zugegriffen wird.
2. Das Arbeitsband, das die Grofie O(logn) hat bei Eingaben der Lénge n.

— Fiir jede Eingabe x € Z* gilt:
1. Falls x € L, so gibt es (wenigstens) eine akzeptierende Berechnung.
2. Falls x ¢ L, so gibt es keine akzeptierende Berechnung.
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15.2 Logspace-Reduktion

Zur Diskussion
Welche Probleme treten auf, wenn man die Klasse FNL definieren mochte?

Zur Ubung
Geben Sie fiir jedes der folgenden Probleme an, was man beziiglich seiner Zugehorigkeit
zu L, FL und/oder NL weiB3:

Reguldren Sprachen.

Die Additionsfunktion.

Die Multiplikationsfunktion.

Kreise in Graphen entdecken.

Wege finden in Baumen.

Wege finden in ungerichteten Graphen.
Wege finden in gerichteten Graphen.
2-SAT (Erfiillbarkeit von Formeln in KNF mit zwei Literalen pro Klausel).
1-Farbbarkeit

2-Fiarbbarkeit

. 3-Farbbarkeit

. 4-Fiarbbarkeit

® N O~ WD~

N — O VO

15.2 Logspace-Reduktion
15.2.1 Reduktionen allgemein

Wiederholung: Reduktionen.
Idee

— Reduktionen dienen dazu, die Komplexitit (Schwierigkeit) von zwei Problemen A
und B zu vergleichen.

Man stellt sich vor, eine Firma/Aliens/Gott konne das Problem B beliebig schnell
16sen.

Die Frage ist nun, ob einem das hilft, das Problem A schnell zu 16sen.

Wenn dies der Fall ist, dann heifit A reduzierbar auf B.

Der Vorgang der Ubersetzung der Frage »Ist X in A%« in die Frage »Ist f(x) in B?«
heillt Reduktion.

Anforderungen an Reduktionen

— Reduktionen sollten maoglichst einfach sein.
— Reduktionen sollten transitiv sein.

15-7
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15.2 Logspace-Reduktion

Zur Ubung
Fir Anfénger

Geben Sie eine Reduktion von cLIQUE auf INDEPENDENT-SET an.

Fir Fortgeschrittene
Geben Sie eine Reduktion von 3-COLORABLE auf 4-COLORABLE an.

Fir Profis
Geben Sie eine Reduktion von 4-COLORABLE auf 3-COLORABLE an.

Fir Gurus
Geben Sie eine Reduktion von 2-sAT auf REACHABILITY an.

Was man alles bei einer Reduktion festlegen muss.
Folgende Fragen muss man bei Reduktionen kléren:

— Wie viele Fragen (an B) darf man stellen?
— Wie aufwindig darf es sein, die Frage(n) zu berechnen?
— Was darf man mit den Antworten anstellen?

Die Logspace-Many-One-Reduktion
Wir werden in dieser Veranstaltung folgende Reduktion betrachten:

— Man darf eine Frage stellen.
— Man darf logarithmischen Platz benutzen, um die Frage zu berechnen.
— Man muss die Antwort iibernehmen.

15.2.2 Logspace-Reduktionen

Definition der Logspace-Many-One-Reduktion.

Definition (Logspace-Many-One-Reduktion)
Seien A und B Sprachen. Wir schreiben A g'n?g B, falls es eine Funktion f: 2* — X* gibt

mit folgenden Eigenschaften:

1. feFL.
2. Fiir alle x € * gilt X € A genau dann, wenn f(x) € B.
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15.2 Logspace-Reduktion

15.2.3 Kompositionalitét

Zentrale Eigenschaften der Logspace-Many-One-Reduktion.

1. Logspace-Many-One-Reduktionen sind effizient zu berechnen.
2. Die Logspace-Many-One-Reduktion ist transitiv.

Zur zweiten Behauptung:

Satz

Die Klasse FL ist abgeschlossen unter Komposition. Sind also f,9 € FL, so auch fog €
FL.

Beweis der Abgeschlossenheit von FL unter Komposition.

Beweis.

— Sei eine Eingabe x gegeben. Wir wollen f(g(X)) in logarithmischem Platz berechnen.
— Man kann nicht einfach erst g(x) ausrechnen und dann f auf das Ergebnis anwenden,
da das Zwischenergebnis viel zu lang ist.
— Der Trick ist, ein »virtuelles« Arbeitsband zu benutzen:
— Man beginnt mit der Berechnung von f(g(x)) und tut so, als wiisste man, wie
g(x) lautet.
— Wenn nun tatséchlich ein Bit von g(X) benétigt wird, wird in diesem Moment
erst eine Simulation von g auf der (echten) Eingabe X gestartet.
— Die Ausgaben der Simulation werden unterdriickt, bis auf das interessierende
Bit. O

Beispiel zweier logspace-berechenbaren Funktionen, die wir komponieren
wollen.

— Die erste Funktion g sei die Multiplikationsfunktion.
Genauer: die Funktion, die durch einen Stern getrennte Ziffernfolgen auf das Produkt
der Ziffernfolgen abbilden.
— Sei My eine Logspace-Maschine, die g berechnet.
(Dass eine solche existiert, sehen wir ndchstes Mal.)
— Die zweite Funktion f sei die Quersummenfunktion.
Genauer: Die Funktion, die eine Ziffernfolge auf die Summe dieser Ziffern abbildet.
— Sei M; eine Logspace-Maschine, die f berechnet.
— Die Komposition f og bildet beispielsweise 12345+%54321 auf das Wort 45 ab, da
12345-54321 = 670592745 und die Quersumme von 670592745 gerade 45 ist.

Visualisierung des »virtuellen Bandes«.
echtes Eingabeband (nur lesen), n Symbole
12345%54321

simuliertes 1. Arbeitsband
21

670592745
virtuelles Ausgabe/Eingabeband

simuliertes 2. Arbeitsband

6

45
echtes Ausgabeband
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m Zusammenfassung dieses Kapitels
Zusammenfassung dieses Kapitels

15-16 1. Logspace-Maschinen diirfen ihre Eingabe nur lesen, ihre Ausgabe nur schreiben und
nur logarithmisch viel Platz auf ihrem Arbeitsband benutzen.
2. Die Standardreduktion ist die Logspace-Many-One-Reduktion.
3. Diese Reduktion ist abgeschlossen und Komposition, was nicht trivial ist.
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Kapitel 16

Verhdltnis von Platz und

Parallelisierbarkeit
Wenig Platz = gut parallelisierbar

Lernziele dieses Kapitels

1. Inklusionsstruktur der NC-Klassen und der kleinen
Platzklassen kennen
2. Die grundlegenden Beweisideen verstehen

Inhalte dieses Kapitels

16.1 NC? liegt in L

16.1.1 Die Behauptung . . ... ... ... ..
16.1.2 Beweisplan . . . ... ... .......
16.1.3 Beweisdetails . ... ... .......

16.2 NL liegt in AC?

16.2.1 Die Behauptung . . .. ... ... ...
16.2.2 Beweisplan . . . ... ... .......
16.2.3 Beweisdetails . . ... .........

Ubungen zu diesem Kapitel

Platz und Parallelisierbarkeit haben ein intimes Verhéltnis, sie sind ineinander verschlun-
gen wie die Leiber zweier Liebenden. Wer mit solche kitschigen Antropomorphisierungen
nichts anfangen kann, der merkt sich statt dessen: NC! C L C NL C ACY. Diese Inklu-
sionskette liefert die fehlende Motivation nach, sich iiberhaupt mit Platzklassen zu be-
schiftigen. Sie besagt ndmlich, dass jedes Problem, das sich mit logarithmischem Platz
(falls gewiinscht auch nur nichtdeterministisch) entscheiden lisst, gut parallelisierbar ist.
Umgekehrt lassen sich alle sehr gut parallelisierbaren Probleme auch platzeffizient 16sen,
was ja zundchst nicht klar ist.

Als einfaches Beispiel fiir die Vorteile einer solchen Charakterisierung sei an Ubungs-
aufgabe 13.3 erinnert. Dort soll gezeigt werden, dass jede regulire Sprache in NC? liegt.
Falls Sie sich an dieser Aufgabe versucht haben, werden Sie sich vielleicht erinnern, dass
dies alles andere als trivial zu zeigen ist. Jedoch ist es trivial, dass alle reguldren Sprachen
in logarithmischem Platz entschieden werden konnen (logarithmischer Platz ist ndimlich
mehr als gar kein Platz). Hieraus folgt dann sofort, dass alle reguliren Sprachen in AC?
liegen, was schon »fast« das gewiinschte Resultat ist.

Die Inklusionen NC! C L und NL C AC! sind beide nicht ganz einfach zu zeigen. Fiir das
erste Resultat ist die wesentliche Beweisidee, dass man zum Auswerten eines Schaltkreises
logarithmischer Tiefe mit beschranktem Eingangsgrad lediglich einen »Call-Stack« loga-
rithmischer Tiefe bendtigt. Fiir die zweite Inklusion macht man sich zu nutze, dass man das
Erreichbarkeitsproblem auf die Berechnung von Potenzen von Graph-Adjazenzmatrizen
reduzieren kann. Potenzen wiederum lassen sich recht gut mit einem flachen Schaltkreis
berechnen durch iteriertes Quadrieren.
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16.1 NC? liegtin L

Zentraler Zusammenhang von Platz und Parallelisierbarkeit.

Motto
Logarithmischer Platz = gute Parallelisierbarkeit

Genauer zeigen wir:
NC! C L CNLC AC

— Der Zusammenhang zwischen Platz und Parallelisierbarkeit ist iiberraschend.

— Er ist eine wichtige Motivation, sich mit kleinen Platzklassen zu beschiftigen.

— Es ist oft einfacher, einen platzeffizienten Algorithmus anzugeben, als einen AC!-
Schaltkreis.

16.1 NC! liegtin L
16.1.1 Die Behauptung

NC! liegt in L.

Saiz
NCt C L.

Bemerkungen:

— Wir gehen von logspace-uniformem NC' aus.

— Die Behauptung ist also, dass sich jede Berechnung, die eine flache Schaltkreisfamilie
durchfiihren kann, auch in wenig Platz mdoglich ist.

— Dies ist nicht gerade offensichtlich, da man zur »naiven« Auswertung eines Schalt-
kreises viel Platz braucht.

16.1.2 Beweisplan

Plan des Beweis des Satzes.
Voraussetzungen und Ziel des Beweises.

— Sei C eine logspace-uniforme Schaltkreisfamilie der Tiefe O(logn) fiir eine Sprache
A.

— Wir wollen zeigen, dass A € L gilt.

— Dazu konstruieren wir eine Logspace-Maschine M, die A entscheidet.

— Sei x € Z* eine Eingabe.

Grobes Vorgehen.

1. Zunichst berechnen wir den Code des Schaltkreises C|x|, der fiir X »zustindig« ist.

2. Dann berechnen wir, beginnend beim Ausgabegatter, rekursiv den Wert des Schalt-
kreises.

3. Wihrend der Rekursion miissen wir uns pro Gatter auf dem Pfad immer nur wenig
merken.
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16.1 NC? liegtin L

16.1.3 Beweisdetails

Die Berechnung des Schaltkreises.

— Der erste Schritt war, den Schaltkreis C‘X| zu berechnen.

— Da C logspace-uniform ist, gibt es eine Logspace-Turingmaschine Mc, die bei Eingabe
11X gerade Cx ausgibt.

— Diese Turingmaschine benutzen wir, wobei wir »ihr vorspiegeln«, dass die Eingabe
1 st

— Das Ergebnis, ndmlich der Code von C|x|, wird allerdings nicht auf das Arbeitsband
geschrieben.
Vielmehr werden die Bits des Ergebnis wie beim Beweis, dass FL unter Komposition
abgeschlossen ist, immer wieder »on the fly« berechnet.

Informationspfade speichern unser bisheriges Wissen.

Definition (Informationspfad)
Ein Informationspfad ist ein Folge von Tripeln. Jedes Tripel besteht aus:

1. Einem Richtungswert »links« oder »recht«.
2. Einem linken Elternwert aus der Menge {0,1,?}.
3. Einem rechten Elternwert aus der Menge {0,1,?}.

Definition (Ausgewdhltes Gatter)

Gegeben seien ein Informationspfad und ein Schaltkreis C mit einem Ausgabegatter. Das
von dem Pfad ausgewdhlte Gatter ist dasjenige Gatter, das man vom Ausgabegatter er-
reicht, wenn man den Richtungsanweisungen des Pfades folgt. Bei Gattern mit nur einem
Elternknoten ist die Richtung nicht wichtig.

Beispiel eines Informationspfades und des ausgewdéhlten Gatters.

Informationspfad:
(links,?,1), (links, ?,?), (rechts, 0, ?)

Giiltige Pfade.

Definition (Giltiges Ende)

Sei p ein Informationspfad und C ein Schaltkreis. Wir sagen, p hat ein giiltiges Ende,
wenn fiir das von dem Pfad ausgewihlte Gatter g folgendes gilt: Ist der linke oder rechte
Elternwerte im letzten Tripel des Pfades kein Fragezeichen, so ist dieser Wert gerade die
Ausgabe des linken oder rechten Elterngatters von g.

Definition (Giltige Pfade)
Ein Informationspfad heilit giiltig in Bezug auf einen Schaltkreis C, wenn jedes seiner
Anfangsstiicke ein giiltiges Ende hat.

16-10
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16.2 NC! liegtin L

Die Anfangsstiicke des Pfades haben giiltige Enden.

Informationspfad:
— (links,?,1), (links, ?,?), (rechts, 0, ?)
Anfangsstiicke:

— (links, ?,1)
— (links,?,1), (links, ?,?)
— (links,?,1), (links, ?,?), (rechts, 0, ?)

Gewiinschte Eigenschaften des Algorithmus EvaluateGate.
Ein-/Ausgabeverhalten

Eingabe Ein giiltiger Informationspfad p.

Ausgabe Wert des von p ausgewihlten Gatters, wenn an die Eingéinge des Schaltkreises
Cjx der Wert X angelegt wird.

Zentrale Eigenschaften

1. Der Informationspfad ist immer giiltig.
2. Der Pfad wird nie ldnger als O(logn), da der Schaltkreis Tiefe O(logn) hat.
3. Folglich brauchen wir nur O(logn) Bits zur Speicherung des Informationspfades.

Der Algorithmus EvaluateGate.

i < das von p ausgewdhite Gatter

2 // Bestimmung durch Ablaufen des Schaltkreises entsprechend den Pfadangabe

3
4
5
6
7
8
9
10
1
12
13
14

if i ist k-tes Eingabegatter then
output K-tes Bit von X
else
last < das letzte Paar/Tripel von p
for Richtungen r € {links,rechts} seq do
if der r-Elternwert innerhalb last ist ? then
Fiige (1,?,?) tempordr an p an
call EvaluateGate
r-Wert in last < Ergebnis
Entferne das tempordre Tripel wieder
Berechne den Wert von Gatter | aufgrund der linken und rechten Elternwerte und
gibt diesen zuriick
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16.2 NL liegtin AC*

16.2 NL liegtin ACt
16.2.1 Die Behauptung

NL liegt in AC?.

Satz
NL C ACL.

Bemerkungen:

— Die Behauptung ist, dass sich jede nichtdeterministische Logspace-Berechnung auch
mittels eines Schaltkreises logarithmischer Tiefe durchfiihren lésst.

— Es ist oft einfacher, eine Logspace-Maschine fiir ein Problem zu finden, als einen
AC!-Schaltkreis.

16.2.2 Beweisplan

Plan des Beweises des Satzes.
Voraussetzungen und Ziel des Beweises.

— Sei M eine nichtdeterministische Logspace-Turingmaschine, die eine Sprache A ak-
zeptiert.

— Wir konstruieren eine logspace-uniforme AC!-Schaltkreisfamilie der Tiefe O(logn)
fiir A.

— Sei x € Z* eine Eingabe.

Grobes Vorgehen.

1. Wir betrachten den Konfigurationsgraph von M.

2. Wir halbieren Entfernungen in diesem Graphen O(logn) mal.

3. Wir geben 1 aus, falls nun eine direkte Kante von der Anfangskonfiguration zur
akzeptierenden Konfiguration fiihrt.

16.2.3 Beweisdetails

Der Konfigurationsgraph von M.

Definition

Der Konfigurationsgraph Gy von M bei Eingabe X hat als Knoten alle Konfigurationen von
M bei Eingabe x. Er enthilt eine Kante von einer Konfigurationen ¢ zu einer Konfiguration
¢/, wenn M in einem Schritt von ¢ zu ¢’ kommen kann.

Wie diirfen annehmen, dass Gy genau eine Anfangskonfiguration enthdlt und auch genau
eine akzeptierende Endkonfiguration.

Zur Diskussion
Wieso ist der Konfigurationsgraph nur polynomiell grof3?

16-14

16-15

16-16
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Zusammenfassung dieses Kapitels

1617 Schritt 1: Berechnen der Adjazenzmatrix des Konfigurationsgraphen.

— Unser erstes Ziel ist eine Schicht Gatter mit folgenden Eigenschaften:

1. Fiir jedes Paar (c,c’) von Konfigurationen gibt es ein Gatter g ¢ in der Schicht.
2. Ist ¢’ eine Nachfolgerkonfiguration von c, so soll Occ gerade 1 liefern, sonst 0.

— Hiufig kann man sofort ausschlieBen, dass ¢’ Nachfolger von c ist (beispielsweise,
wenn ¢’ eine ganz andere Kopfposition als ¢ hat). In diesem Fall ist g einfach das
konstante 0-Gatter.

— Manchmal weil man auch sofort, dass ¢’ auf jeden Fall Nachfolgerkonfiguration von
C ist und g¢ s ist das 1-Gatter.

— In den restlichen Fillen ist ¢ nur dann Nachfolgerkonfiguration von ¢, wenn ein
bestimmtes Eingabesymbol (ndmlich das an der Stelle des Schreib-Lese-Kopfes von
C) einen bestimmten Wert hat. In diesem Fall liefert gc s diesen Wert (oder seine
Negation).

1618 Schritt 2: Das Verkiirzen von Entfernungen.

— Wir fiigen fiir jedes Paar u und v von Knoten in dem Graphen eine Kante ein, falls
ein Knoten X existiert, fiir den es Kanten u — X und x — v gibt.

— Dies ldsst sich durch eine Schicht konstanter Tiefe in unserem Schaltkreis bewerkstel-
ligen.
Eingaben jeder Schicht liegen an Gattern an, die die Adjazenzmatrix des Graphen
kodieren, Ausgaben werden an Gattern geliefert, die die Adjazenzmatrix des Graphen
mit halbierten Entfernungen darstellen.

— Jede Schicht hat konstante Tiefe, allerdings brauchen wir ein Oder-Gatter mit Fan-in
n, weshalb wir einen AC!-Schaltkreis erhalten und keinen NC-Schaltkreis.

— Nach O(logn) Schichten kann man das Ergebnis am Gatter fiir die Kante von der
Anfangs- zur akzeptierenden Konfiguration ablesen.

16-19 Eine Schicht von Gattern, die Entfernungen halbiert.
OO0 OO

a —b

a —c

a —d
b —a’
b —c
b —d’
¢ —a
¢ —b

¢ —d

d —a’
d —b

¢ e

H

Zusammenfassung dieses Kapitels

1620 1. Logarithmischer Platz = gute Parallelisierbarkeit.

2. Genauer: NC! C L C NL C ACL.
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16.3 Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 16.1 (Klassen- und Sprachdiagramm, mittel)
Zeichnen Sie ein einziges groBes Diagramm, dass die Inklusions- und Elementbeziehungen zwischen
den nachfolgenden Klassen und Sprachen darstellt. Die Klassen sollen als Flachen dargestellt werden,
die Sprachen als Punkte, die in den passenden Flichen liegen. Inklusionsbeziehungen zwischen
Flédchen sollen Inklusionsbeziehungen zwischen Klassen andeuten; ist die Beziehung zweier Klassen
nicht bekannt, so sollte keine der Flachen in der anderen enthalten sein. Alle Schaltkreisklassen
sollen logspace-uniform sein.
Die Sprachklassen:

— Die AC-Klassen ACO, ACl, AC2, ..., sowie AC selber.
Die NC-Klassen NCO, NCl, NCZ, ..., sowie NC selber.
POLYSIZE
Die Platzklassen L, NL, PSPACE, NPSPACE.
Die Zeitklassen P, NP, EXP, NEXP.
Die Sprachklassen REG und CFL.
— Die Rekursionsklassen REC und RE.

Die Sprachen:

— Palindrome

— Paritit

— SAT

gerichtete Grapherreichbarkeit (REACH oder GAP)
Halteproblem

Circuit-Value-Problem

Tipps: Man weiB, dass Parity nicht von polynomiell groBen Schaltkreisen der Tiefe o(logn/loglogn)
berechnet werden kann. Man weill nicht, ob CFL eine Teilmenge von NL ist.

Ubung 16.2 (Abgeschlossenheit von NC unter Logspace-Many-One-Reduktion, leicht)
Zeigen Sie: Die Klasse NC ist abgeschlossen unter Logspace-Many-One-Reduktion, wobei nur
Reduktionsfunktionen f zuldssig sind mit |f(x)| = |x| fiir alle x. Solche Reduktionen bilden also
jedes Wort auf ein Wort derselben Linge ab.

Ubung 16.3 (Die Klassen NC und PRAMs, schwer)

Sei L eine Sprache aus logspace-uniformem NC, die also von einer logspace-uniformen Schaltkreis-
familie (Cn)nen entschieden wird. Zeigen Sie, dass es eine PRAM gibt, die L entscheidet und dabei
polynomielle Arbeit und polylogarithmische Zeit bendtigt. Losen Sie dazu folgende Teilaufgaben:

1. Nehmen Sie an, dass fiir ein gegebenes Wort X der Schaltkreis C|X| schon geeignet kodiert im
Speicher der PRAM vorliegt. Beschreiben Sie eine PRAM, die mit polynomieller Arbeit und
in polylogarithmischer Zeit entscheidet, ob x € L gilt.

2. Beschreiben Sie eine PRAM, die auf Eingabe eines Wortes X den Schaltkreis C‘X‘ generiert,
d.h. in der in (a) benutzten Kodierung in den Speicher schreibt. Die PRAM soll polynomielle
Arbeit und polylogarithmische Zeit benotigen.

Tipps: Die wesentliche Idee ist dieselbe wie im Beweis, dass NL C Acl.

Ubung 16.4 (Beispiel Matrixpotenzen und Erreichbarkeit, leicht)

Ot

Geben Sie die Adjazenzmatrix A dieses Graphen an (diese hat eine 1 in Zeile i und Spalte j, wenn
es eine Kante von Knoten i zu Knoten j gibt, sonst eine 0). Geben Sie dann die Potenzen A2, A3
und A* an.

Gegeben sei der folgende Graph:

Ubung 16.5 (Matrixpotenzen und Erreichbarkeit allgemein, schwer)

Sei G ein gerichteter Graph mit Schlaufen an allen Knoten. Die Knotenmenge sei V = {1,...,n} und
A sei seine Adjazenzmatrix. Zeigen Sie, dass es genau dann einen Pfad von Knoten 1 zu Knoten n
in G gibt, wenn der Eintrag in Zeile 1 und Spalte n von A" nicht 0 ist.

Tipp: Induktion fiir eine stirke Behauptung, die einen Zusammenhang zwischen Pfaden der Lénge
k und der Matrix AX herstellt.
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Kapitel 17

Untere Schranken |
P-Vollstandigkeit
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Untere Schranken sind die Hohe Kunst in der Theoretischen Informatik. Mit einer unteren
Schranke macht man eine Aussage der Form »dieses Problem ldsst sich nicht schneller/
besser/weiter als so und so 16sen«. Zum Vergleich: eine obere Schranke ist eine Aussage
der Form »dieses Problem lédsst sich so und so schnell/gut/weit 16sen«. Untere Schranken
sind in der Regel schwieriger zu beweisen als obere Schranken, denn es wird ja behauptet
dass kein Algorithmus etwas bestimmtes leisten kann — und es gibt immerhin unendlich
viele. Wohingegen man bei einer oberen Schranke nur einen konkreten Algorithmus ana-
lysieren muss, muss man bei einer unteren Schranke eine allgemeine, ja »grundsétzliche«
Aussage iiber Algorithmen in Bezug auf das gegebene Problem machen.

Theoretiker vermuten viele untere Schranken, konnen aber nur die wenigstens beweisen.
Das bekannteste Beispiel einer vermuteten unteren Schranke ist sicherlich die P-NP-Frage,
denn die Behauptung P # NP ist ja dquivalent zur Aussage »jeder Algorithmus, der das
saT-Problem entscheidet, hat mehr als polynomielle Laufzeit«. Wenn man nun eine solche
untere Schranke nicht bewiesen bekommt, so kann man wenigstens Indizien versuchen zu
sammeln, was wir in Form von Vollstindigkeitsresultaten machen.

In diesem Kapitel soll es um eine (weitere) vermutete untere Schranken gehen, diesmal
in Bezug auf Parallelverarbeitung: Es wird vermutet, dass das Schaltkreisauswertungs-
problem (ein etwas sperriges Wort, das wir handlicher als cvp abkiirzen werden) nicht
parallelisiert werden kann. Formal: cve ¢ NC. Auch hier ist die Theoretische Informatik
von einem Beweis sehr weit entfernt. Alle derzeit bekannten unteren Schranken fiir Schalt-
kreise zeigen, dass bestimmte Probleme (teilweise noch viel schwierigere als cvp) nicht
mit Schaltkreisen konstanter Tiefe 16sbar sind. Zwischen »konstanter Tiefe« und »polylo-
garithmischer Tiefe« (also O(log'n) fiir ein geeignetes i) klaffen leider beweistechnisch
Welten.

Wenn man schon nicht direkt zeigen kann, dass cve ¢ NC gilt, so wird man versuchen,
wenigstens ein Vollstindigkeitsresultat zu beweisen. Genau dies ist auch moglich, wir
werden zeigen, dass cve vollstindig ist fiir P.
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17.1 Untere Schranken
17.1.1 Motivation

Woas sind untere Schranken?

— Wir mochten die Komplexitdit von Problemen verstehen.
Wir wollen wissen, ob sich Probleme parallelisieren lassen, und, wenn ja, wie gut.
Idealerweise wollen wir Aussagen der folgenden Art treffen:

— Problem XY ist mindestens so und so schwer.

— Problem XY ist hdchstens so und so schwer.
Aussagen der ersten Art nennt man untere Schranken, Aussagen der zweiten Art
heiflen obere Schranken.

Wie zeigt man untere und obere Schranken?

— Obere Schranken zeigt man, indem man einen konkreten Algorithmus angibt, der die
behauptete Laufzeit/Giite/etc. hat.
Dies ist oft leicht.

— Untere Schranken zeigt man (idealerweise) wie folgt: Alle Algorithmen, die das Pro-
blem 16sen, haben eine Laufzeit/Giite/etc. von mindestens dem behaupteten Wert.
Dies ist oft schwierig.

Wir werden zwei Arten von Schranken betrachten, die mit Parallelisierbarkeit zu tun
haben:

— Untere Schranken fiir die Tiefe von Schaltkreisen fiir Probleme in P.
— Untere Schranken fiir die Laufzeit von PRAMs.

17.1.2 Tiefenschranken

Das P-NP-Problem und das P-NC-Problem.

Bekannt: Das P-NP-Problem
Gilt P = NP?
(Lassen sich alle Probleme in NP effizient 16sen?)

Neu: Das P-NC-Problem
Gilt P=NC?
(Lassen sich alle Probleme in P effizient parallelisieren?)

Wo begegnen uns untere Schranken?

— Das P-NP-Problem ist ein Untere-Schranken-Problem:
— Man mochte wissen, ob man ein Problem in NP finden kann, dessen Laufzeit
mindestens superpolynomiell ist.
— Dieses Problem ist bekanntermalen ungeldst.
— Analog zur P-NP-Frage liegt die P-NC-Frage:
— Man mdchte wissen, ob man ein Problem in P finden kann, das nicht in NC
liegt, dessen Schaltkreistiefe also echt groBer ist als O(log'n) fiir alle i.
— Auch dieses Problem ist ungeldst.

»Schwache« untere Schranken.

Schwache untere Schranken fir NP
— Man begniigt sich deshalb mit einer schwachen Aussage:
Man kann wenigstens fiir einige Problem in NP zeigen, dass sie die schwierigsten
Probleme sind.
— Fiir solche Probleme gilt: Gibt es fiir irgendein Problem in NP eine superpolynomielle
untere Laufzeitschranke, dann auch fiir alle schwierigsten Probleme.

Schwache untere Schranken fiir P
— Genauso wollen wir mit NC verfahren:
Wir zeigen, dass es schwierigste Probleme in P gibt.
— Kann man fiir irgendein Problem in P zeigen, dass es nicht in NC liegt (sich nicht
parallelisieren lésst), so auch fiir alle P-vollstindigen Probleme.

17-4

17-5

17-6

17-7

17-8



17-9

17-10

17-11

17-12

17 Untere Schranken |
17.2  P-Vollsténdigkeit

17.1.3 Laufzeitschranken
Laufzeitschranken fir PRAMs.

— Fiir bestimmte Arten von PRAMs und bestimmte Problem lassen sich untere Schran-
ken fiir die Laufzeit beweisen.

— Wir werden zeigen, dass Comparison-PRAMs mit p Prozessoren zum Finden eines
Elementes in einer sortierten Liste der Linge n mindestens Q(logn/logp) Schritte
bendtigt.

— Wir werden zeigen, dass Comparison-PRAMs Maxima bestenfalls in Zeit Q(loglogn)
berechnen konnen.

»Starke« untere Schranken fiir die Laufzeit von PRAM:s.

— Die Resultate fiir Comparison-PRAMs sind starke Resultate — sie gelten absolut und
ohne Annahmen.

— Wir beweisen sie durch Adversary-Argumente.

— Wir »erkaufen« die starken Resultate dadurch, dass unser Modell (die Comparison-
PRAM) nicht sonderlich méchtig ist.

17.2 P-Vollstandigkeit
17.2.1 Wiederholung: Vollsténdigkeit

Wiederholung: Der Begriff der Abgeschlossenheit.

Definition (Abgeschlossen)
Eine Klasse C von Sprachen heillt abgeschlossen unter g!ﬂg -Reduktionen, falls aus A < 'n‘:g B
und B € C folgt AcC.

Motto
Abgeschlossene Klassen kann man mit Reduktionen nicht »verlassen«.

Saiz
Die Klassen L, NL, NC, P und NP sind abgeschlossen.

Andeutungen zu den Beweisen.

— Fiir L argumentiert man &hnlich wie bei der Abgeschlossenheit von FL unter Kom-
position.

— Fiir NC benutzt man L C ACY, fiir P nutzt man FL C FP.

— Fiir NL und NP argumentiert man wie bei L und P, der Nichtdeterminismus macht
keine Probleme.

Wiederholung: »Schwere« oder »harte« Probleme.

Definition (Schwere Probleme)
Seien

— C eine Klasse von Sprachen und
— X ein Problem (nicht unbedingt in C).

Dann heifit X schwer fiir C (unter Slﬁg—Reduktionen), falls

— fiir alle Probleme A € C gilt:
~A<RIX.

Motto
Kann man ein fiir C schweres Problem effizient 16sen, dann kann man alle Probleme in
C effizient 16sen.
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Wiederholung: Vollsténdigkeit.
Definition (Vollstéindige Probleme)
Seien

— C eine Klasse von Sprachen und
— X ein Problem.

Dann heifit X volistindig fiir C (unter S!ﬁg-Reduktionen), falls

— X eC und
— X ist schwer fiir C.

Motto

Vollstandige Probleme sind die schwierigsten Probleme einer Klasse.
Zur Ubung

Fir Anfénger

Nennen Sie moglichst viele NP-vollstindige Probleme.

Fir Profis
Nennen Sie ein Problem, das nicht NP-vollstindig ist.

Fir Gurus
Nennen Sie eine Sprachklasse, die kein vollstidndiges Problem hat.

17.2.2 Definition: CVP

Welche Probleme lassen sich gut parallelisieren?
Wir kennen schon viele Probleme in P, die sich gut parallelisieren lassen, die also in NC
liegen:

Grundrechenarten

Sortieren

Verschmelzen

Ranking

Auswerten von arithmetischen Ausdriicken

Wurzeln finden in Bdumen

Alle Probleme in NL

Insbesondere viele Wege-Finde-Probleme in Graphen

Kandidat fir ein Problem, das sich nicht parallelisieren lésst.
Definition (Circuit-Value-Problem, CVP)

Eingabe Der Code eines Schaltkreises ohne Eingabegatter, in dem dann natiirlich 0-
Gatter und 1-Gatter vorkommen diirfen.

Ausgabe Wert des Schaltkreises.

Bemerkungen
Schaltkreise kommen hier in zwei unterschiedlichen Rollen vor:
1. Schaltkreise sind hier Eingaben.
2. Wollte man zeigen cvp € NC, so miisst man eine Schaltkreisfamilie angeben, die
Schaltkreiscodes als Eingabe bekommt.
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17.2.3 Satz: CVP ist P-vollstandig

Das Hauptresultat.
Satz

cvp ist P-vollstindig.

Dies bedeutet zwar nicht, dass sich CVP nicht gut parallel auswerten lésst, macht es aber
»unwahrscheinlich«.

Wie beweist man Vollstandigkeit?

Die Bootstrapping-Methode.

Ausgangslage

Sei C eine Sprachklasse und X ein Problem. Wir wollen zeigen, dass X vollstindig ist fiir
C.

Bootstrapping-Methode

1. Man zeigt zundchst X € C mittels eines konkreten Algorithmus.
2. Man zeigt dann fiir jedes Problem in A € C, dass A g!ﬁg X gilt.

Diese Methode ist »anstrengend«.

Beim »ersten Mal« ist sie aber nicht zu vermeiden.

Den Satz von Cook beweist man durch Bootstrapping.

Wir werden die P-Vollstiandigkeit von CVP auch so beweisen miissen.

Wie beweist man Vollstéandigkeit?
Die Reduktions-Methode.

Ausgangslage

Sei C eine Sprachklasse und X ein Problem. Wir wollen zeigen, dass X vollstindig ist
fiir C. Wir kennen schon ein Problem Y, dass vollstiandig ist fiir C.

Reduktions-Methode

1. Man zeigt zunidchst X € C mittels eines konkreten Algorithmus.
2. Man zeigt dann Y g!ﬁg X.

— Diese Methode ist »oft einfach«.
— Fast alle Vollstindigkeitsbeweise benutzen diese Methode.

CVP ist in P.

Lemma (Erster Beweisteil)
cvp € P.

Zur Ubung
Skizzieren Sie den Beweis.
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Reduktion beliebiger Probleme aus P.

Lemma (Zweiter Beweisteil)
Sei A € P ein beliebiges Problem. Dann gilt A Slmog CVP.

Grobes Ziel

— Sei x eine Eingabe fiir die Reduktion.

— Wir wollen herausfinden, ob x € A gilt.

— Dazu miissen wir (in logarithmischem Platz) einen Schaltkreis C konstruieren mit
folgenden Eigenschaften:

1. Gilt x € A, so wertet C zu 1 aus.
2. Gilt x ¢ A, so wertet C zu 0 aus.

Visualisierung der groben Idee der Reduktion.

Eigentliche
Frage
f
X eA? f(x) € cve?
(Reduktionsfunktion)
Firma/Gott/
Aliens
»Jal« »Jal«

Ergebnis {ibernehmen

Ubersicht zum Beweis.
Im Folgenden sollen folgende Punkte angesprochen werden:

Einige Vereinfachungen

Aufbau des Schaltkreises

Aufbau der Boxen im Schaltkreis

Eigenschaften des Schaltkreises

Wie schwierig ist es, den Schaltkreis zu konstruieren?

OAhOD =

Von der Maschine zum Schaltkreises.

— Sei M eine Polynomialzeit-Turingmaschine, die A entscheidet. Dann muss der zu
konstruierende Schaltkreis C folgende Eigenschaft haben:

1. Akzeptiert M die Eingabe X, so wertet C zu 1 aus.
2. Verwirft M die Eingabe x, so wertet C zu 0 aus.

Wir beginnen mit ein paar Vereinfachungen:

Die Maschine M habe nur ein Band.

Das Band der Maschine M sei einseitig beschrdnkt.
Es gibt genau eine akzeptierende Endkonfiguration.
Bei dieser Endkonfiguration ist der Kopf am Anfang.

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

— Die Laufzeit der Maschine bei Eingaben der Linge n sei genau p(n) fiir ein festes
Polynom p.
— Die Lénge der Eingabe X heif3e n.
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Grober Aufbau des Schaltkreises.
Wir bauen den Schaltkreis grob wie folgt:

Er besteht aus p(n) Schichten.

An den Ausgabegattern der k-ten Schicht liegt kodiert die k-te Bandkonfiguration an.
An den Eingabegattern der k-ten Schicht liegt kodiert die (k—1)-te Bandkonfiguration
an.

Die Kodierung einer Bandkonfiguration funktioniert wie folgt:

Um eine Bandzelle zu kodieren, benutzen wir mehrere Leitungen.

Ist das Bandalphabet I, so konnen in einer Zelle |I'| verschiedene Symbole stehen;
wir benutzen deshalb log || Leitungen zur Kodierung des Zelleninhalts.

Zusitzlich benutzt man noch pro Zelle eine Leitung, um zu signalisieren, ob der Kopf
dort ist.

SchlieBlich benutzen wir noch log|Q| Leitungen, um den aktuellen Zustand der Tu-
ringmaschine zu kodieren.

Woas leistet der Schaltkreis?

Betrachtet man die Leitungen, die in die erste Schicht hineinfiihren, so kodieren sie
genau die Anfangskonfiguration.

Betrachtet man die Leitungen, die in die zweife Schicht hineinfiihren, so kodieren sie
genau den Bandinhalt nach einem Schritt.

Betrachtet man die Leitungen, die in die dritte Schritt hineinfiihren, so kodieren sie
genau den Bandinhalt nach zwei Schritten.

Betrachtet man die Leitungen, die in die p(n)-ze Schritt hineinfiihren, so kodieren sie
genau den Bandinhalt der Endkonfiguration.

Schaltet man also noch einen winzigen Schaltkreis nach, der iiberpriift, ob diese
Endkonfiguration akzeptierend ist, so leistet der Schaltkreis das Gewiinschte:

Er wertet zu 1 aus genau dann, wenn die Maschine die Eingabe akzeptiert.

Eine Beispielsituation.

Die Symbole des Bandalphabets ' = {a,b,[dJ} werden kodiert durch 00, 01, 10.

Es gibt vier Zustinde {do,d1,02,03}, kodiert durch 00, 01, 10 und 11.

Der initiale Bandinhalt ist ab[J[J, der initiale Zustand ist 7 und der Kopf ist initial
auf erstem Zeichen (dem a).

Nach einem Schritt ist der Bandinhalt bb(JJ, der Zustand ist gz und der Kopf auf
dem zweiten Zeichen.

Nach zwei Schritten ist der Bandinhalt baldC], der Zustand ist g und der Kopf auf
dem dritten Zeichen.

Nach p(n) —1 Schritten ist der Bandinhalt aaal], der Zustand ist g3 und der Kopf
auf dem ersten Zeichen.

Akzeptierender Zustand ist genau Q3.

Visualisierung der Schichtenstruktur des Schaltkreises.
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17.2  P-Vollsténdigkeit

Was in den Schicht-Verkniipfungs-Schaltkreisen passiert. 1729

Wir wollen einen (flachen) Schaltkreis angeben, der Schicht i mit Schicht i+ 1 ver-
kniipft.

Dieser Schaltkreis besteht aus p(n) vielen Boxen.

Jede Box kiimmert sich darum, den Bandinhalt einer bestimmten Zelle z zu berechnen.
Dazu muss sie lediglich die Inhalte der Zelle 7 in der vorherigen Schicht kennen,
sowie die Inhalte der Zelle links und rechts davon.

Aufbau eines Schicht-Verkniipfungs-Schaltkreises. 1730
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Wie schwierig ist der Schaltkreis zu bauen? 1731

Was wir erreicht haben:

— Zu jeder beliebigen Eingabe X konnen wir einen Schaltkreis konstruieren, der genau
dann zu 1 auswertet, wenn M das Wort x akzeptiert.

Was fehlt:

— Wie schwierig ist es, den Schaltkreis zu konstruieren?
Antwort hierauf:

Dies ist einfach, da alle Boxen identisch sind.

Der Schaltkreis besteht im Wesentlichen aus p(n)2 Boxen, die in einfacher Weise
verdrahtet sind.

Es ist leicht, in logarithmischem Platz in einer Schleife p(n)? Boxen (fester GroBe!)
auszugeben.

Die Verdrahtung ist etwas fummeliger, aber auch nicht schwierig.
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Ubungen zu diesem Kapitel

17.2.4 Folgerungen fiir Schaltkreisklassen

Visualisierung der Inklusionsstruktur der Schaltkreisklassen.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Das P-NC-Problem ist die Frage, ob sich alle Probleme in P gut parallelisieren lassen.

2. Dieses Problem ist, wie das P-NP-Problem, ungelost.

3. P-vollstindige Probleme sind die schwierigsten Probleme in P und Kandidaten fiir
Probleme, die sich nicht gut parallelisieren lassen.

4. Das Circuit-Value-Problem ist P-vollstiandig.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 17.1 (MON-CVP und P-Vollstandigkeit, schwer)

Das Problem MON-CVP ist wie CVP definiert, nur dass im Schaltkreis keine Negationsgatter
vorkommen. Zeigen Sie, dass MON-CVP ein P-vollstidndiges Problem unter Logspace-Many-One-
Reduktion ist.

Tipp: Fiihren Sie eine Reduktion von CVP durch. Verdoppeln Sie dazu den Schaltkreis und ver-
drahten Sie ihn »geschickt«.

Ubung 17.2 (P-Vollstandigkeitsbeweis fihren, leicht)

Zeigen Sie, dass das Problem NAND-CVP ein P-vollstindiges Problem ist. Das NAND-CVP-
Problem ist genauso definiert wie das CVP-Problem, nur gibt es statt Und-, Oder- und Nicht-Gattern
lediglich NAND-Gatter.

Ubung 17.3 (Komplexitét des Zusammenhangsproblems, schwer)

Das Zusammenhangsproblem ist die Frage, ob es in einem gerichteten Graphen von jedem Knoten
zu jedem Knoten einen Pfad gibt. Dieses Problem ist vollstdndig fiir eine der Klassen L, NL, NC,
P oder NP. Finden Sie heraus fiir welche und beweisen Sie dies.
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Kapitel 18

Untere Schranken Il
Comparison-PRAMS und Adversary-Argumente

Lernziele dieses Kapitels

1. Konzepte des Vergleichsbaums und des 18.1 Wiederholung: Laufzeitschranken
Adversary-Arguments kennen .

2. Untere-Schranken-Beweise fiir 182 Untere LGUer”SChmn_ken
Comparison-PRAMS kennen 18.2.1 Das Modell: Comparison-pPrRAMS

Wenn Sie einen kommerziell erfolgreichen Film drehen wollen, brauchen sie (a) eine Love-
Story (heteronormativ und -stereotyp mit heroischem maskulinen Part und erotischem
femininen Part), (b) einen moglichst fiesen Bosewicht und natiirlich (c) eine Special-
Effects-Studio samt Renderfarm. Uns soll in diesem Kapitel lediglich Teil b interessieren:
Der bose Widersacher, der dem Helden gerne die Schau stiehlt (der Bosewicht ist fast
immer mannlich, es sei denn er ist weiblich oder — wie »das Bose« im Fiinften Element —
einfach so bose, dass keine Geschlecht mehr zugeordnet werden kann). Das Techtelmechtel
von Neo und Trinity wére ohne Mr. Smith nicht der Rede wert. Luke wiirde ohne seinen
Vater wahrscheinlich Saufkumpane von Herrn Hutt sein. Mr. Data wiisste ohne die Borg-
Konigin heute noch nicht wie sich Wind anfiihlt, der zart iiber die Haut streicht. James
wiirde ohne Goldfinger die Hotelbar nicht mehr verlassen, Hinsel und Grete wiirden
ohne Frau Diplom-Arkanologin B. Hexe als schwererziehbare Problemkinder durch die
Talkshows geistern. Und Shrek wiirde ohne Prinz Charming friedlich in seinem Sumpf
leben anstatt sich durch eine dritte Fortsetzung quilen zu miissen.

In der Theoretischen Informatik heifit der bose Widersacher schlicht »der Adversary«. Wie
es sich fiir einen Bosewicht gehort sollte man ihn eigentlich nicht mdgen, ohne ihn geht es
aber nicht. Zur Erinnerung: In einem Unteren-Schranken-Beweis geht es darum zu zeigen,
dass kein Algorithmus ein bestimmtes Problem in einer bestimmten Zeit 16sen kann. Der
Adversary sieht seine Aufgabe gerade darin, es »jedem Algorithmus« moglichst schwer
zu machen. Er wird immer gerade die Eingabe auswihlen, die besonders viele Probleme
bereitet. Er lasst den Algorithmus sogar anfinglich im Unklaren dariiber, wie die Eingabe
iiberhaupt genau lautet; er liefert immer »in letzter Minute« Informationen, die dann auch
noch fiir den Algorithmus moglichst ungiinstig ausfallen. Deshalb ist es der Adversary,
der uns hilft, untere Schranke zu zeigen: Aufgrund seiner unermiidlichen Suche nach
»fiesen Eingaben« werden wir beispielsweise zeigen konnen, dass sich das Maximum von
n Zahlen (unter einigen Zusatzvoraussetzungen) nicht schneller als in Zeit ©(loglogn)
berechnen ldsst — was librigens auch unsere obere Schranke fiir dieses Problem war.

Inhalte dieses Kapitels

18.2.2 Die Methoden: Decision-Trees
18.2.3 Die Methoden: Adversary-Argumente
18.2.4 Die Resultate: Suchen
18.2.5 Die Resultate: Maxima finden

Worum
es heute
geht
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18 Untere Schranken Il
18.2 Untere Laufzeitschranken

18.1 Wiederholung: Laufzeitschranken

Laufzeitschranken fir PRAMs.

— Fiir bestimmte Arten von PRAMS und bestimmte Problem lassen sich untere Schranken
fiir die Laufzeit beweisen.

— Wir werden zeigen, dass Comparison-prRaMs mit p Prozessoren zum Finden eines
Elementes in einer sortierten Liste der Linge n mindestens Q(logn/logp) Schritte
benotigt.

— Wir werden zeigen, dass Comparison-prams Maxima bestenfalls in Zeit Q(loglogn)
berechnen konnen.

»Starke« untere Schranken fiir die Laufzeit von PRAMs.

— Die Resultate fiir Comparison-praMs sind starke Resultate — sie gelten absolut und
ohne Annahmen.

— Wir beweisen sie durch Adversary-Argumente.

— Wir »erkaufen« die starken Resultate dadurch, dass unser Modell (die Comparison-
PRAM) nicht sonderlich michtig ist.

18.2 Untere Laufzeitschranken

Laufzeitschranken fir PRAMs.

Fiir bestimmte Arten von prams und bestimmte Probleme lassen sich untere Schran-
ken fiir die Laufzeit beweisen.

Die Resultate fiir Comparison-prams sind starke Resultate — sie gelten absolut und
ohne Annahmen.

Wir beweisen sie durch Adversary-Argumente.

Wir »erkaufen« die starken Resultate dadurch, dass wir sie nur fiir Comparison-prams
beweisen.

18.2.1 Das Modell: Comparison-PRAMs
Das Modell: Die Comparison-PRAM.

— Es hat noch niemand geschafft, (nicht triviale) untere Schranke fiir PRaAMSs zu beweisen.
— Wir betrachten deshalb ein schwécheres Modell von prams: Die Comparison-pram.
— Die Comparison-praM funktioniert dhnlich einem Vergleichsnetzwerk.

Definition (Comparison-PRAM)
Eine Comparison-pram greift auf die Eingabespeicherzellen nur auf folgende Weise zu:

Sie kann ein zwei Eingabezellen vergleichen.

Sie kann eine Eingabezelle mit einem gegebenen Wert vergleichen.
Sie erfihrt, wie der Vergleich ausgegangen ist.

Anderweitig darf sie nicht in die Zellen »hineinschauen.

Fiir an Formalisierungen Interessierte sei hier im Skript noch eine genauere formale De-
finition der Comparison-pRAM angegeben:

Definition (Syntax der Comparison-PRAM)
Syntaktisch ist eine Comparison-prRaM eine normale PRAM mit einem zusétzlichen Befehl:

18. if GRRI < GRR] gofo K
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Definition (Semantik der Comparison-PRAM)
Die Semantik einer Comparison-prAaM ist genauso definiert wie die Semantik einer PRAM
mit folgenden Erweiterungen:

1. Die Semantik des Befehls if GrRRI < GRR] gofo Kk lautet wie erwartet: <PC>tp 1=K,
falls (GR(RI){)t < (GR(R])P)t, sonst <PC>tp+1 = (pc){ + 1.

2. Die Register Gr1 bis GrN, wobei n die in GrO gespeicherte Eingabelidnge ist, konnen
nur durch obigen Befehl adressiert werden. Eine Berechnung, bei der durch einen
anderen Befehl auf eines dieser Register zugegriffen wird (lesend oder schreibend),
endet sofort. Dies wire zum Beispiel der Fall bei n =2 und dem Befehl Gr1 < r1
oder bei n =6 und dem Befehl r2 < GrR8 mit (r8)P = 5.

18.2.2 Die Methoden: Decision-Trees

Unser zentrales Mittel zum Beweis unterer Schranken fir Comparison-PRAMs.

— Bei vergleichsbasierten Modellen sind Vergleichsbdume oft niitzlich.
— Vergleichsbdume werden beispielsweise bei dem Beweis verwendet, dass Sortieren
Zeit Q(nlogn) benétigt.

Definition (Paralleler Vergleichsbaum vom Grad d)

— Ein paralleler Vergleichsbaum vom Grad d ist ein Baum, in dem jeder innere Knoten
(Nicht-Blatt-Knoten) genau 39 Kinder hat.
Dabei gibt es je ein Kind fiir jedes mogliches Ergebnis von d Vergleichsoperationen,
bei denen als Ergebnis <, = oder > herauskommen kann.

— Die Blitter sind mit Ausgaben gelabelt.

— Das Ergebnis eines Baumes fiir eine Eingabe ist definiert als das Label des Blattes,
das man beim Durchschreiten des Baumes »entsprechend der Eingabe« erreicht.

Beispiel eines Decision-Trees.

6x = Lx )T =X

AEBnsss s

Das Verhéltnis von Comparison-PRAMs und parallelen Vergleichsb&umen.

Beobachtung

Fiir jede Comparison-pRAM mit P Prozessoren, die S Schritte rechnet, gibt es einen par-
allelen Vergleichsbaum vom Grad p und der Tiefe s, der auf allen Eingaben das gleiche
Ergebnis liefert.

Folgerung
1. Kann ein Problem von einer Comparison-pRaM mit P Prozessoren in Zeit S gelost
werden, so gibt es auch einen parallelen Vergleichsbaum vom Grad p und Tiefe S fiir
das Problem.
2. Hat jeder parallele Vergleichsbaum vom Grad p fiir ein Problem Tiefe mindestens s,
so braucht eine Comparison-pRAM bei P Prozessoren mindestens Zeit S.

18-9

18-10
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18.2.3 Die Methoden: Adversary-Argumente

Allheilmittel bei unteren Schranken: Adversary-Argumente.

— Es gibt ein generelles Verfahren, das bei unteren Schranken oft zum Einsatz kommt:
Adversary-Argumente.

— Ein Adversary ist ein Gegenspieler, der versucht, einer Maschine das Leben moglichst
schwer zu machen.

— Fiir Untere-Schranken-Beweise bedeutet das, dass der Adversary immer gerade die
Losungen auswdhlt, die besonders lange brauchen.

18.2.4 Die Resultate: Suchen

Untere Schranke fiir das Suchen.

Satz
Suchen in sortierten Listen bendtigt auf einer Comparison-pPRAM mit P Prozessoren Zeit

O(logn/log p).
Beweis.

— Fiir die obere Schranke miissen wir einfach einen Algorithmus angeben. Grobe Idee:
Teile die Liste in Blocke der GroBe n/p auf; jeder Prozessor iiberpriift fiir einen
Block, ob der gesuchte Wert in seinem Block ist; genau ein Block gewinnt, dort
wiederholt man die Suche rekursiv.

— Fiir die untere Schranke zeigen wir, dass jeder Vergleichsbaum vom Grad p minde-
stens Tiefe Q(logn/logp) hat. O

Vorgehen des Adversary.
Der Adversary baut eine Eingabe der Linge n, so dass ein korrekter Vergleichsbaum
wenigstens Tiefe logn/log p haben muss:

— Er betrachtet die Wurzel und die p Eingaben Xi, bis Xj,, die mit einer Zahl verglichen
werden.

— Diese teilen die n Eingaben in Intervalle. Das grofte von ihnen muss dann eine Grofe
von grob n/p haben (genauer (n— p)/2).

— Er legt die Eingabe so fest, dass der gesuchte Wert gerade in diesem Intervall landet.
Genauer legt er sich noch nicht fest.

— Er betrachtet nun das Kind der Wurzel, das den Vergleichsergebnissen fiir das Intervall
entspricht.

— Wieder wird dieses in p Intervalle geteilt, von denen eines mindestens GroRe n/ p?
haben muss.

— Nun legt sich der Adversary weitere Werte fest, so dass der gesuchte Wert in diesem
Intervall landet.

— Und so weiter.

Wo ist die ]72
X1 X4 Xe X7 X1o
Xo < 177
X7 < 177
X1 Xz X4 X7 X9 X10
X3 < 13?

Xq < 177
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1 4 Xe X1o
X5 < 177
Xg < 177

X7 X8 XlO

X5

Beispielvorgehen des Adversarys.
Fir n = 10 ist das gréBte Intervall zwischen den Indizes 2 und 7.

Ix )T =12

LT

BLBAERS 8N

Zur Tiefe eines Vergleichsbaumes fiir die Suche.

Beobachtungen
1. So lange das groBte Intervall, das der Adversary findet, noch GroBe mindestens 2

hat, kann in dem Baum noch kein Blatt sein.

2. Fiir die Tiefe s des Baumes gilt also (grob) n/ pd < 1, beziehungsweise logn /logp <
d.

18.2.5 Die Resultate: Maxima finden

Untere Schranke fir Maxima.

Satz

Das Finden von Maxima in unsortierten Listen benotigt auf einer Comparison-pRAM mit
n Prozessoren Zeit ©(loglogn).

Beweis.

— Fiir die obere Schranke sei an den Algorithmus mit den doppelt-logarithmischen
Baumen erinnert.
— Fiir die untere Schranke benutzen wir wieder ein Adversary-Argument. O

18-15

18-16

18-17
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Vorgehen des Adversarys.

Hauptziel des Adversarys

— Der Adversary versucht zu verheimlichen, welches Element das Maximum ist.

— Dazu versucht er, in jeder Runde r eine moglichst groe Menge M, von Knoten zu
finden, die alle folgende Eigenschaft haben: Keiner der bisherigen Vergleiche kann
ausschliefen, dass dieser Knoten das Maximum ist.

— Solange M; noch mindestens zwei Elemente enthélt, kann der Algorithmus noch nicht
fertig sein.

Aktionen des Adversarys in Runde r
1. Identifikation der Menge M.
2. Fiir alle Listenelemente auferhalb M, fiir er sich noch nicht festgelegt hat, legt sich
der Adversary auf den Wert r fest.

Identifikation der Menge M;.

— Der Adversary baut einen Graphen, dessen Knotenmenge gerade die Listenelement
in M;_1 sind (wobei My alle Listenelemente sind).

— Er zieht eine Kante in dem Graphen, wenn zwei Elemente verglichen wurden.

— Nach dem Satz von Turan (Graphen mit n Knoten und m Kanten enthalten n? /(2m+n)
unabhiingige Knoten) gibt es eine unabhingige Menge der GroBe |M;_1]?/(2n +
IMr_1]).

— Als M, wihlt er diese Menge.

ONONONORORORONORONO)
@
QOLOID D6

Analyse der Gréf3e der unabhéngigen Menge.
Die Rekursionsformel lautet [My| > [My_1]?/(2n+ [My_1]) > [M;_1]2/(3n). Also:
- ||\/|o| =n
— [My| >n?4 =n/3
~ My > & =n/33
~ M| > L — /a7
Mg > Ik —n/3s
~ [M¢| >n/3% -1
Wir erreichen also |M;| =1 erst fiir r € Q(loglogn).

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Suchen in sortierten Listen mittels Comparison-prams dauert ©(logn/logp).

2. Maximum-Finden in unsortierten Listen mittels n-Prozessor Comparison-prams dau-
ert ©(loglogn).

3. Dies beweist man mittels Adversary-Argumenten.



Teil IV
Verteilte Algorithmen

Teil IV

Verteilte Algorithmen

Die Worter »Rechner« und »Computer« legen nahe, dass die grauen (oder gerne auch
andersfarbigen) Kisten leicht introvertiert in ihrem Rack sitzen und eben rechnen. In
Wirklichkeit sind Computer aber geschwitzige soziale Wesen, die gerne ausfiihrlich mit-
einander plauschen. Wenn dabei auch noch etwas Sinnvolles berechnet wird, wie schon
(ein unbeteiligte Beobachter wird sich des Eindrucks nicht erwehren konnen, dass dies
nicht immer das Hauptziel eines Rechnenclusters ist, sondern dass dieser eher tamagotchi-
haft mit seinem Administrator iiber seine Probleme redet). Verteilte Systeme modellieren
den »sozialen Charakter« der Kommunikation von Computern. Anders als bei den par-
allelen Systemen geht es hierbei weniger darum, etwas konkretes auszurechnen, sondern
eher darum, das soziale Miteinander der Rechner zu regeln.

Um dies zu verdeutlichen, lassen Sie uns zum Beispiel aus der Einleitung zu parallelen
Systemen zuriickkehren: Dem Studenten, der noch eine Stunde Zeit hat, ein Ubungsblatt
zu 16sen, und dafiir Hilfe benotigt. Betrachtet man dieses Szenario als paralleles System,
so ist wichtig, wie die Aufgaben gestellt sind und ob man sie gut in mehrere Teilaufgaben
aufteilen kann. Betrachtet man das Szenario als verteiltes System, so geht es darum, wie
man {iberhaupt Leute zum Arbeiten motivieren kann, wie man dafiir sorgt, dass Dinge
nicht doppelt gemacht werden, wie man dafiir sorgt, dass die Losungen auch auf einem
Papier in einer Handschrift zusammengefiihrt werden, und wie man dafiir sorgt, dass am
Ende tatsdchlich genau eine Losung abgegeben wird. All diese Fragen lassen sich recht
unabhiingig vom konkreten Ubungsblatt beantworten.

Bei verteilten Algorithmen geht es in aller Regel nicht darum, tatséchlich eine Berech-
nungsaufgabe zu 16sen. Vielmehr dienen verteilte Algorithmen dazu, {iberhaupt erst die
»soziale Infrastruktur« fiir die eigentlichen Berechnungen zu schaffen.

Eines der Probleme, fiir das wir mehrere verteilte Algorithmen genauer betrachten wer-
den, ist gleichzeitig ebenso schlicht wie vertrackt: die Koordinatorwahl (englisch leader
election). Eine Gruppe von Computern, die sich mehr oder weniger spontan zusammen-
gefunden haben, sollen einen der ihren auswihlen. Hort sich einfach an, ist es aber nicht;
zumindest dann nicht, wenn beispielsweise die Kommunikation nicht einhundertprozen-
tig verlésslich ist. Hierauf aufbauend werden wir weitere verteilte Probleme und deren
Losungen untersuchen. Dabei wird sich zeigen, dass auf den ersten Blick recht anders
gelagerte Probleme wie Broadcasting und Konsensbildung genau so schwer sind wie die
eben erwihnte Koordinatorwahl.
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Verteilte versus parallele Systeme
Von Agenten und Schwérmen
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Worum Wie schon bei parallelen Systemen wird es auch bei verteilten Systemen unser Ziel sein,
esg};‘:'e Algorithmen zur Losung verschiedener Probleme zu finden. Und genau wie bei den par-

allelen Systemen miissen wir zunichst kldren, welches Modell eines verteilten Systems
wir nutzen wollen.

In diesem Kapitel werden wir das Modell kennen lernen, welches wir die meiste Zeit ver-
wenden werden: nachrichtenbasierte Kommunikationsgraphen mit asynchroner, verlassli-
cher Kommunikation. Dieses Modell blendet zwei Eigenschaften realer verteilter Systeme
aus: Erstens ist in realen Systemen die Topologie nicht fest, zweitens ist die Kommuni-
kation nicht immer verldsslich. Jedoch konnen mit etwas gutem Willen beide Probleme
durch »hohere Protokolle« gelost werden: Nachrichten konnen mit Priifsummen versehen
werden, An- und Abmeldungen konnen registriert und »behandelt« werden. Der eigentli-
che Grund fiir die in unserem Modell gemachten Einschriankungen ist aber, dass ohne sie
viele Probleme theoretisch nicht 16sbar sind. Wir werden dies auch in der Vorlesung iiber
die Unmoglichkeit von Konsens bei ausfallenden Prozessoren beweisen.

Das Grundmodell verteilter Systeme wird in diesem Kapitel eher auf einer »intuitiven«
Ebene dargestellt, die saubere Formalisierung wird auf das besagte Kapitel iiber die Un-
moglichkeit von Konsens vertagt.
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19.1 Verteilte Systeme

19.1 Verteilte Systeme
19.1.1 Beispiele

Was sind verteilte Systeme?
Definition
— Ein verteiltes System besteht aus mehreren Einheiten.

— Die Einheiten konnen Rechner sein, aber auch Messstationen oder Mobiltelefone
oder Roboter.

— Die Einheiten haben in der Regel unterschiedliche Eigenschaften.

— Die Einheiten arbeiten unabhdngig voneinander und mit unterschiedlichen Ge-
schwindigkeiten.

— Die Einheiten kommunizieren miteinander.

— Die Kommunikation erfolgt iiber Funk oder ein Netzwerk oder Stromkabel.
— Die Kommunikation ist storanfdllig und kann ausfallen.
— Die Kommunikationstopologie kann sich dndern.

— Ein verteiltes System erfiillt Aufgaben. Beispiele sind:

— Buchung einer Reise.
— Suche nach Auffilligkeiten in astronomischen Daten (SETI@home).
— Messen der Durchniissung eines Damms.

Was ist alles ein verteiltes System?

Zur Diskussion
Zu welchem Grad sind die folgenden System verteilte Systeme?

Taschenrechner

Modernes Auto
Waschmaschine
Mayflower Parallelrechner
Dual-Core Laptop

OA®OD =

19.1.2 Unterschiede zu parallelen Systemen

Wichtige Unterschiede zwischen verteilten und parallelen Systemen.
Parallele Systeme

Gleiche Prozessoren.
Zuverldssige Prozessoren.
Schnelle Kommunikation.
Zuverldssige Kommunikation.
Losen Berechnungsprobleme.

O~hOD =

Verteilte Systeme

Unterschiedliche Einheiten.
Unzuverldssige Einheiten.

Langsame Kommunikation.
Unzuverldssige Kommunikation.
Bearbeiten verschiedenartige Aufgaben.

OhOD =
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19 Verteilte versus parallele Systeme
19.1 Verteilte Systeme

19.1.3 Unsicherheiten

Was kann alles schiefgehen?

— Bei verteilten Systemen gibt es sehr viele Unsicherheiten.
— Diese betreffen sowohl die Rechner wie auch die Kommunikation.

Zur Diskussion
Geben Sie Arten von »ungewohnlichem Verhalten« an, die ein Rechner aufweisen kann.
(Beispiel: Crash)

Zur Diskussion
Geben Sie Arten von »ungewohnlichem Verhalten« an, die eine Nachrichteniibertragung
aufweisen kann. (Beispiel: Verlust)

Zur Diskussion
Geben Sie Arten von »ungewohnlichem Verhalten« an, die eine Gruppe von Nachrichten-
iibertragungen aufweisen kann. (Beispiel: Unterschiedliche Ubertragungszeiten)

19.1.4 Modellierung

Modellierung von verteilten Systemen.
Festlegen der Eckdaten.

Festlegung von Eckdaten
Zur Modellierung von verteilten Systemen legt man zunéchst Eckdaten fest. Dazu gehoren:

— Eckdaten des Netzes
— Ist die Topologie des Netzes fest?
— Ist die Topologie des Netzes bekannt?
— Wo liegen die Eingaben und die Daten?
— Eckdaten der Rechner
— Ist die Menge der Rechner fest?
— Welche Unsicherheiten bestehen bei den Rechnern?
— Welche Rechenkraft haben die Rechner?
— Eckdaten der Kommunikation
— Erfolgt die Nachrichteniibermittlung synchron oder asynchron?
— Welche Unsicherheiten bestehen bei der Kommunikation?

Zur Ubung

Wir betrachten ein Flugbuchungssystem als verteiltes System: Beteiligte Rechner sind Thr
Rechner, der Webserver und die Buchungsdatenbankserver.

Geben Sie die Eckdaten des Flugbuchungssystems als verteiltes System an.




19 Verteilte versus parallele Systeme
19.2 Aufgaben fiir verteilte Systeme

Zur Ubung

Wir betrachten Wikipedia als verteiltes System: Beteiligte Rechner sind die Server von
Wikipedia sowie die Rechner der Nutzer.

Geben Sie die Eckdaten von Wikipedia als verteiltes System an.

19.1.5 Ressourcemafle

Ressourcen, die bei verteilten Systemen eine Rolle spielen.
Folgende Ressourcen sind bei verteilten Systemen besonders wichtig:
— Zeit
— Kommunikationsmenge, aufgeteilt in

— Anzahl der versendeten Nachrichten
— Gesamtldnge der versendeten Nachrichten

— Fehlertoleranz das Systems (wie viele Ausfille/Angriffe iiberlebt es?)
Im Gegensatz zu gewohnlichen Algorithmen sind auch noch folgende Eigenschaften wich-
tig:

— Kommt das System immer zu einem Ergebnis?

— Ist das System fair? (Kommt jeder mal dran?)
— Kommt das System zu einem Ergebnis, wenn alle fair sind?

19.2 Aufgaben fir verteilte Systeme
19.2.1 Broadcasting

Allen etwas mitteilen.
Definition (Broadcasting-Problem)
Ein Rechner besitzt eine Nachricht. Er mochte sie allen mitteilen.

— Dieses Problem kommt oft in kleineren Netzen vor.
— Es kann bei sich @ndernder Netztopologie schwierig sein.

19.2.2 Routing

Einem etwas mitteilen.

Definition (Routing-Problem)
Ein Rechner besitzt eine Nachricht. Er mochte sie einem anderen Rechner mitteilen.

— Dieses Problem kommt im Internet stéindig vor, aber auch in allen anderen verteilten
Systemen.

— TCP/IP ist ein gutes Protokoll hierfiir, wofiir aber Routingtabellen vorhanden sein
miissen.

— In Netzen mit unbekannter Netztopologie ist Routing schwierig.
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19 Verteilte versus parallele Systeme
19.2 Aufgaben fiir verteilte Systeme

19.2.3 Synchronisation

Nur gemeinsam geht es weiter.

Definition (Synchronisationsroblem)
Zwei Rechner arbeiten an einem Problem. Bevor sie weiterarbeiten kdnnen, muss garantiert
werden, dass beide mit einem bestimmten Teilproblem fertig sind.

— Dieses Problem kommt beim Multitasking stindig vor.
— Man 16st es mit Mutex und Semaphoren.

19.2.4 Konsens

Einen Konsens finden.

Definition (Konsens-Problem)
Jeder Rechner hat einen Vorschlag zu einem Thema. Die Rechner sollen sich auf einen
der Vorschldge einigen.

— Die Rechner diirfen sich nur auf einen Vorschlag einigen, den anfangs einer der
Rechner hatte.

— Dieses Problem tritt beispielsweise bei einer Reisebuchung auf: Jeder Server hat einen
Vorschlag, welche Buchung man gemeinsam bearbeiten konnte. Man muss sich auf
einen einigen.

19.2.5 Leader-Election

Einen Anfihrer finden.

Definition (Das Leader-Election-Problem)
Unter allen Rechner soll einer ausgewdhlt werden.

— Das Problem ist trivial, wenn die Rechnermenge fest ist.

— Finden sich aber die Rechner »spontan zusammen, so ist nicht klar, welchen Rechner
man wihlen sollte.

— Der gewihlte Rechner, Leader genannt, kann im Folgenden Berechnung und anderes
koordinieren.

Einfache Leader-Election in Ringen.
Die Problemstellung.

Problemstellung

Wir wollen Leader-Election durchfiihren.
— Die Rechner diirfen eine Zeitlang Nachrichten austauschen.
— Am Ende muss sich genau ein Rechner zum Leader erkldren.
— Alle anderen Rechner miissen sich zu Gefolgsleuten erkliren.

Die Netztopologie ist ein unidirektionaler Ring.

Die genau Zahl der Rechner ist unbekannt.

Rechner und Kommunikation sind absolut verldsslich.
Rechner und Kommunikation sind deterministisch.

Einfache Leader-Election in Ringen.
Ein Unméglichkeitsresultat.

Satz
Leader-Election ist unmoglich, wenn alle Rechner im gleichen Zustand starten.

Beweis. Egal, welchen Algorithmus das System verwendet, gilt: Wenn die Kommunikation
synchron ablduft, dann sind immer alle Rechner im gleichen Zustand. Wiirde sich ein
Rechner zum Leader erklidren, so auch gleichzeitig alle anderen. O

Wir benétigen oftenbar Symmetriebrechung.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Einfache Leader-Election in Ringen.
Ein einfacher Algorithmus.

Satz
In einem Ring mit n Prozessor verfiige jeder Prozessor iiber eine eindeutige Kennung.
Dann ist Leader-Election méglich in Zeit O(n) und mit O(n?) Nachrichten.

Zur Ubung
Geben Sie einen verteilten Algorithmus an, der die Leader-Election in der angegebenen
Zeit durchfiihrt.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Verteilte Systeme bestehen aus unterschiedlichen Einheiten, die kommunizieren.

2. Bei verteilten Systemen gibt es neue Probleme wie Ausfille, Storungen, Topologie-
verdnderungen, Deadlocks oder Unfairness.

3. Verteilte Algorithmen 16sen Aufgaben wie Broadcast, Routing, Konsens oder Leader-
Election.

4. Leader-Election ist moglich in Zeit O(n) und mit Kommunikation O(n?).

Ubungen zu diesem Kapitel

Bei allen Aufgaben zum Thema Verteilte Systeme sei angenommen — falls nichts anderes
angegeben wurde —, dass alle Prozessoren und alle Kommunikation vollkommen ausfall-
und verfilschungssicher ist. Die Kommunikation sei asynchron.

Ubung 19.1 (Gittersumme, mittel)

Die Topologie eines Netzes sei ein Gitter. Jeder Prozessor auf dem Gitter hat eine Zahl gespeichert.
Genau ein Prozessor initiiert eine Berechnung, und zwar will er die Summe aller Zahlen auf dem
Gitter wissen. Geben Sie einen verteilten Algorithmus hierfiir an. Die Prozessoren haben keine
eindeutigen IDs, sie kennen aber ihren nordlichen, siidlichen, Ostlichen und westlichen Nachbarn
(falls vorhanden).
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Kapitel 20

Das Konsensproblem
Verabredungen per E-Mail
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Sich auf einen Kompromiss zu einigen ist nicht gerade eine Stirke von Menschen, ins-
besondere wenn einige Dickkdpfe dabei sind. In diesem Kapitel — und noch stérker im
nichsten — werden wir sehen, dass es Computern dhnlich geht, auch sie tun sich schwer
damit, einen Konsens zu erreichen.

Dabei machen wir es Computern beim Konsensproblem schon recht einfach. Wir ver-
langen gar nicht, dass ein besonders guter Kompromiss herauskommt oder dass hofliche
Umgangsformen eingehalten werden. Wir sind schon gliicklich, wenn die drei Grundfor-
derungen des Konsens erfiillt sind:

1. Man einigt sich (spéter Agreement-Bedingung genannt).

2. Man einigt sich auf etwas, was auch tatsidchlich vorgeschlagen wurde (Validity-
Bedingung).

3. Man wird irgendwann fertig (Termination-Bedingung).

Wenn man sich in einem Unigremium nicht einigen kann, dann ist es immer eine gute
Idee, einen Ausschuss einzurichten. Dies hilft auch bei Computern: der Trick ist, dass
der Ausschuss nur einen Computer enthélt. Dieser wird sich schnell mit sich selbst einig
und teilt dann das Ergebnis allen mit. Damit reduziert sich das Konsensproblem auf
das Problem, einen Koordinator zu wihlen. Fiir den einfachen Fall eines Ringes haben,
wie schon gesehen wir dies geht, in spiteren Kapiteln werden wir noch allgemeinere
Algorithmen hierzu kennen lernen.

Eine andere Methode einen Konsens herbeizufiihren ist, das gewiinschte Konsensergebnis
moglichst schnell »hinauszubriillen«. Als Konsens wird dann das genommen, was als
erstes gerufen wird. Diese (etwas unhofliche) Methode liegt dem Konsens durch atomaren
Broadcast zugrunde.
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20.1 Einfishrung

20.1 Einfihrung
20.1.1 Verabredung per E-Mail

Markus und Johannes wollen Mittagessen gehen.

— Markus und Johannes wollen Mittagessen gehen.
— Wie jeden Tag gehen sie entweder in das Personalcasino oder in die Mensa.

Copyright Markus Hinkelmann

Copyright Uni Libeck

E-Mails

r n

Copyright Johannes Textor

Wie kdnnen sich die beiden einigen?
Erstes Beispiel eines Kommunikationsprotokolls

— Markus schickt die Nachricht »Lass uns in die Mensa gehen.«
— Johannes bekommt diese Nachricht und schickt zuriick »Ok.«

Zweites Beispiel eines Kommunikationsprotokolls

Markus schickt die Nachricht »Lass uns in die Mensa gehen.«

Johannes schickt gleichzeitig die Nachricht »Lass uns ins Casino gehen.«
Markus antwortet »Nein, ich bleibe bei Mensa!«

Johannes antwortet »Ok.«

Einwénde gegen die Problemstellung

— Warum muss man sich iiberhaupt einigen?

Die beiden sollen sich ja im selben Gebdude treffen.
— Warum geht man nicht einfach immer in die Mensa?

Falls beide lieber in das Casino gehen wollen, dann sollen sie sich darauf einigen.
— Warum entscheidet nicht immer einfach Markus?

Markus konnte auf einer Konferenz sein. Dann muss Johannes ohne ihn eine Ent-
scheidung fillen.

Das Institut will Mittagessen gehen.
Problemstellung

— Alle Mitglieder des Instituts wollen Mittagessen gehen.
— Wie jeden Tag gehen sie entweder in das Personalcasino oder in die Mensa.
— Zur Verabredung benutzt man E-Mails mit Kopien an alle.

Widrigkeiten bei der Kommunikation.

— E-Mail ist asynchron, sie kann also in beliebiger Reihenfolge ankommen.

— Institutsmitglieder konnen nicht anwesend sein, weil sie auf einer Konferenz sind.

— Institutsmitglieder konnen bei der Arbeit wegen Uberlastung einschlafen. Sie schicken
ab diesem Zeitpunkt keine weiteren E-Mails mehr.
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20 Das Konsensproblem
20.2 Einfishrung

20.1.2 Das Konsensproblem

Das Konsensproblem

Problemstellung
In einem Netzwerk macht jeder Knoten einen Vorschlag. Nach einiger Kommunikation
sollen sich alle Knoten auf einen der Vorschlige geeinigt haben.

Annahmen zum verteilten System

— Die Netztopologie ist ein zusammenhdngender Graph.

— Die genaue Zahl der Rechner ist unbekannt, aber jeder Rechner hat eine eindeutige
ID.

— Die Kommunikation ist asynchron, aber absolut verldsslich.

— Rechner und Kommunikation sind deterministisch.

— Maximal t Rechner konnen abstiirzen (= einschlafen), der Graph muss aber zusam-
menhéngend bleiben.

Was bedeutet »einigen« genau?
Wir stellen drei Anforderungen an einen Konsensalgorithmen.

Termination Jeder Prozess, der nicht abgestiirzt ist, entscheidet sich irgendwann.

Agreement Alle Prozesse, die nicht abgestiirzt sind, entscheiden sich fiir denselben Wert.
Validity Man entscheidet sich fiir einen der Vorschlige.

Zwei sehr einfache Aufgaben.

Zur Ubung
Geben Sie einen Konsens-Algorithmus an, der Termination und Agreement garantiert,
aber nicht unbedingt Validity.

Zur Ubung
Geben Sie einen Konsens-Algorithmus an, der Termination und Validity garantiert, aber
nicht unbedingt Agreement.

Ein Unméglichkeitsresultat.

Johannes und Markus mochten sich per E-Mail zum Essen verabreden, also asyn-
chron.
— Einer von ihnen kann wihrend der Kommunikation einschlafen.
Es ist nun ein Protokoll gesucht, dass Termination, Agreement und Validity erfiillt:
— Falls einer einschlift, soll der andere in endlicher Zeit das entscheiden, was er
vorgeschlagen hat.
— Falls keiner einschléft, sollen sich beide in endlicher Zeit auf einen ihrer beiden
Vorschlédge einigen.

Zur Ubung
Argumentieren Sie, dass es ein solches Protokoll nicht geben kann.
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20.2 Konsensalgorithmen
20.2.1 Konsens durch Leader-Election

Konsens und Leader-Election.
Konsens durch Leader-Election

1. Fiihre Leader-Election durch.
2. Der Leader entscheidet sich fiir seinen Vorschlag und teilt dies allen mit.

Leader-Election durch Konsens

1. Jeder Knoten schlégt sich selbst vor.
2. Der Konsens ist der Leader.

20.2.2 Konsens durch atomares Broadcasting

Konsens durch atomares Broadcasting.

Vorschau
Atomares Broadcasting bedeutet, dass alle (nicht abgestiirzten) Prozesse alle Nachrichten
in derselben Reihenfolge zustellen.

Konsens durch atomares Broadcasting

1. Jeder Knoten schickt seinen Vorschlag per Atomic-Broadcast an alle (inklusive sich
selbst).
2. Jeder Knoten entscheidet sich fiir den ersten Vorschlag, den er erhilt.

Der Algorithmus erfiillt Termination, Validity und Agreement.

20.2.3 Drei-Parteien-Konsens

Zuriick zu Konsens.

— Wir haben schon gesehen: Konsens bei zwei Knoten, von denen einer abstiirzen kann,
ist nicht méglich.
— Wie steht es mit drei Knoten, von deinen einer abstiirzen kann?

Versuch eines Algorithmus.

— Wir betrachten drei Knoten, in einem bidirektionalen Ring angeordnet.
— Wir betrachten bindren Konsens (es gibt nur die Vorschldge 0 und 1).
— Die Kommunikation ist asynchron und fifo.

Algorithmus

— Jeder Knoten schickt seinen Wert im Ring im Uhrzeigersinn.

— Erhélt ein Knoten einen Wert, der gleich seinem eigenen ist, so entscheidet er sich
fiir diesen Wert und teilt dies den anderen mit, die sich dann ebenso entscheiden.

— Anderenfalls schickt er eine Change-Nachricht riickwirts.

— Erhilt ein Knoten eine Change-Nachricht, so dndert er seinen Wert und beginnt
wieder von vorne.
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20-16 Ablauf einer Konsensbildung.

«—0 chosen

20-17 Keine Konsensbildung.
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20.3 Konsensalgorithmen

Grundeigenschaften des Algorithmus
Validity

Lemma

Der Algorithmus erfiillt Validity.

Beweis. Gibt es nur einen Vorschlag, so wird dieser sofort von allen Prozessoren ange-
nommen. u

Grundeigenschaften des Algorithmus
Agreement

Lemma
Der Algorithmus erfiillt Agreement.

Beweis. Nehmen wir an, zwei Prozessoren entscheiden sich gleichzeitig unterschiedlich.
Beispielsweise entscheidet sich ein Prozessor fiir 0 und sein Nachfolger fiir 1 (der umge-
kehrte Fall ist symmetrisch).

Der Nachfolger entscheidet sich fiir 1, weil er gerade ein 1-Token bekommen hat. Dieses
ist also als letztes von dem Knoten abgeschickt worden, der sich gerade fiir O entschieden
hat. Wenn dieser sich fiir O entscheidet, muss er aber den Wert 0 gespeichert haben und
diesen als letztes geschickt haben. 0

Grundeigenschaften des Algorithmus
Keine Termination, aber fast

Zur Ubung
Argumentieren Sie, dass der Algorithmus Termination erfiillt, wenn ein Knoten garantiert
abstiirzt (!).
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Zusammenfassung dieses Kapitels

20.3 Unméglichkeit von Konsens
20.3.1 Einfaches Unméglichkeitsresultat

Ein einfaches Unméglichkeitsresultat.

Satz
Konsens ist asynchron unmoglich, wenn die Hdlfte oder mehr Knoten abstiirzen konnen.

Ein anschaulicher Widerspruchsbeweis.

1. Nehmen wir an, Konsens wire doch moglich.

2. Knoten nennen wir »Institutsmitgliedern«.

3. Wir teilen die Institutsmitgliedern in zwei gleichgroBBe Gruppen auf (bei ungerader
Anzahl hat eine Gruppe ein Mitglied mehr).

4. Die Mitglieder in der einen Gruppe schlagen vor, in die Mensa zu gehen. Die Mit-
glieder der anderen Gruppe, in das Casino zu gehen.

5. Falls gerade alle Institutsmitglieder, die in das Casino wollten, einschlafen, so miissen
sich die Mitglieder der anderen Gruppe darauf einigen, in die Mensa zu gehen.

6. Falls umgekehrt alle Institutsmitglieder, die in die Mensa wollten, einschlafen, so
miissen sich die Mitglieder der anderen Gruppe darauf einigen, in das Casino zu
gehen.

7. Beide Einigungen finden statt, ohne dass man eine einzige E-Mail von der anderen
Gruppe bekommen hat — die schlafen ja anscheinend.

8. Falls die E-Mails aber nur sehr langsam zugestellt werden, kimen beide Gruppen
auch zu ihren Einigungen, so dass Agreement verletzt wire.

20.3.2 Allgemeines Unméglichkeitsresultat

Ein schwierigeres Unméglichkeitsresultat.

Satz
Konsens ist asynchron unmoglich, wenn ein Knoten abstiirzen kann.

— Es war ldangere Zeit unbekannt, ob dieser Satz wirklich gilt.

— Der Beweis ist nicht einfach, aber durchaus machbar.

— Aus dem Satz folgt, dass insbesondere bei dem Drei-Knoten-Problem kein Algorith-
mus gefunden werden kann.

20.3.3 Folgerungen

Was dies atomares Broadcasting und Leader-Election bedeutet.

— Konnen wir atomares Broadcasting durchfiihren, so kdnnen wir auch Konsens erzeu-
gen.
— Umkehrschluss:
Falls Konsens in einem Netz unmaoglich ist, so ist auch atomares Broadcasting nicht
moglich.
— Also gilt:
Atomares Broadcasting ist asynchron nicht méglich, falls ein Prozess abstiirzen kann.
— Konnen wir Leader-Election durchfiihren, so konnen wir auf Konsens durchfiihren.
Wieder gibt es den Umkehrschluss:
Falls Konsens in einem Netz unmoglich ist, so ist auch Leader-Election nicht méglich.
— Also gilt:
Leader-Election ist asynchron nicht moéglich, falls ein Prozess abstiirzen kann.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Konsens ist das Problem, sich auf einen von mehreren vorgeschlagenen Werten zu
einigen.

2. Konsens ist genauso schwierig wie Leader-Election und wie atomares Broadcasting.

3. Konsens ist unméglich, wenn ein Prozess abstiirzen kann.
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Kapitel 21

Unméglichkeit von Konsens

Warum man sich nicht per E-Mail verabreden kann

Lernziele dieses Kapitels

1. Eine formale Modellierung verteilter Systeme 21.1
kennen 21.1.1  Voriiberlegungen
2. Beweis des Unmoglichkeitsresultat fiir Absturz von 21.1.2
einem Prozess kennen 21.1.3
21.1.4 Rauteneigenschaft

21.2 Konsens

Die Behauptung erscheint zunichst weder spektakuldr noch sonderlich schwierig: Es gibt
keinen Konsensalgorithmus fiir asynchrone Systeme, bei denen ein Prozessor »ausfallen«
kann. Mit anderen Worten: Es soll fiir die restlichen Prozessoren unméglich sein, sich zu
einigen, wenn sie mit der Moglichkeit rechnen miissen, dass der verbleibende Prozessor
ausfallt.

Auf den ersten Blick ist dies nicht schwierig zu zeigen: Da die Kommunikation asynchron
verlduft, ist es unmoglich, zwischen »abgestiirzt« und » Kommunikation dauert lange« zu
unterscheiden. So lange sich als ein Prozessor nicht »meldet«, konnte er durch seine
spéteren Nachrichten ja »alles noch kaputt machen«.

Doch so einfach kann man nicht argumentieren: Nehmen wir ein System von 1000 Pro-
zessoren, bei denen maximal einer abstiirzt, und es gibt nur zwei mogliche Vorschlége:
0 oder 1. Eine Idee fiir ein Protokoll konnte sein: Alle Prozessoren schicken Thren Vor-
schlag fiir einen Konsens an alle anderen Prozessoren. Da hochstens einer der Prozessoren
abstiirzt, warten alle Prozessoren, bis sie mindestens 999 Nachrichten empfangen haben.
Wenn nun bei den Nachrichten zu 75% der gleiche Vorschlag eintrudelt, dann entscheidet
sich der Prozessor fiir diesen. Wenn beide Vorschlige zu mindestens 25% vorkommen,
dann entscheidet man sich fiir 0.

Ein allgemeiner Beweis, dass Konsens trotzdem nicht moglich ist, muss zeigen, dass das
eben skizzierte Protokoll (doch) nicht funktioniert (sehen Sie, weshalb?) und ebenso, dass
die (im wahrsten Sinne des Wortes) unendlich vielen anderen mdglichen Protokolle auch
versagen miissen. Es hat lange gedauert, ndmlich bis 1985, bis Fischer, Lynch und Paterson
einen solchen Beweis finden konnten.

Konfigurationen und Berechnungen
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21 Unméglichkeit von Konsens

21.1 Formalisierung eines verteilten Systems

21.1 Formalisierung eines verteilten Systems
21.1.1 Voriberlegungen

Eine kleine Anekdote
Im Sommersemester 2006 lautete eine Ubungsaufgaben wie folgt:

»Gegeben sei ein Ring mit n Prozessoren, in dem es genau einen Prozessor mit eindeutiger
ID gibt und in dem alle anderen Prozessoren dieselbe ID haben. Zeigen Sie, dass es keinen
Algorithmus fiir Leader-Election gibt, der nur eine Nachricht pro Prozessor versendet.«

— Jedoch stellte sich heraus, dass es doch einen solchen Algorithmus gibt.

— Der vermeintliche »Beweis« der Autoren der Ubungsaufgabe war falsch.

— Genauer war er zu ungenau und ging von Voraussetzungen aus, die in subtiler Weise
nicht gegeben waren.

Brauchen wir formale Modellen fiir verteilte Systeme?

— Bis jetzt haben wir formale Systeme eher »intuitiv« behandelt.

— Der hohe Nichtdeterminismus bei verteilten Systemen macht es aber schwer, sie
intuitiv richtig einzuschitzen. Man »vergisst« hdufig mogliche Ablédufe.

— Detaillierte formale Modelle schaffen hier Abhilfe, sie verstellen aber schnell den
Blick auf das Wesentliche.

— Heute nun exemplarisch eine (recht) saubere Formalisierung eines verteilten Systems.

Ein starkes oder ein schwaches Modell?

— Wir wollen ein Unmdglichkeitsresultat beweisen, also eine Aussage der Form:
»In jedem System mit Eigenschaft XYZ gilt, dass es keinen Algorithmus zur Losung
des Konsensproblems gibt.«

— Damit unsere Aussage moglichst »stark« ist, machen wir

1. moglichst viele Einschrinkungen, die Konsens erleichtern, und
2. moglichst wenige Einschrinkungen, die Konsens erschweren.

(Dann ist es erstaunlich, dass Konsens trotzdem unmoglich ist.)

Die Einschrénkungen, die wir betrachten werden.
Einschréinkungen, die Konsens (prinzipiell) erleichtern

Die Topologie ist eine Clique, alle kdnnen mit allen reden.

Wenn ein Prozessor ausfillt (Crash) muss dies »sauber« geschehen.
Die Kommunikation ist absolut verlasslich.

Die Prozessoren sind, bis auf den Crash, absolut verlésslich.

Wir betrachten nur bindren Konsens.

OhOD -

Einschréinkungen, die Konsens (prinzipiell) erschweren

1. Es darf ein Prozessor ausfallen, muss es aber nicht.
2. Die Kommunikation ist asynchron.
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21.1 Formalisierung eines verteilten Systems

21.1.2 Prozesse und Nachrichten

Modellierung von Prozessoren und Nachrichten.

Definition (Prozessoren)
Es sei P eine endliche Mengen von Prozessoren.

Definition (Nachrichten)

Es sei T eine abzidhlbare Menge von Nachrichtentexten.

Eine Nachricht ist ein Paar (t,p) € T x P, bestehend aus einem Nachrichtentext und einem
Adressaten. Weiterhin ist auch decide(v) eine Nachricht mit v € {0,1}.

Die Menge aller moglichen Nachrichten bezeichnen wir mit M.

Modellierung von Zusténden.

Definition (Zustéinde und Zusténdsiberfihrung)

Es sei Q eine abzdhlbare Menge von (Prozessor-)zustinden. Fiir jeden Prozessor p € P
gibt es einen initialen Zustand qop €Q.

Weiter gibt es fiir jeden Prozessor eine Zustandsiiberfiihrungsfunktion 8P, welche Paare
(g,t) € Q x T abbildet auf Paare (q',M’). Hierbei ist g’ € Q der neue Zustand und M’ CM
eine endliche Menge versendeter Nachrichten.

Definition (Algorithmus)
Ein Algorithmus ordnet jedem Prozessor einen initialen Zustand und eine Zustandsiiber-
fiihrungsfunktion zu.

21.1.3 Konfigurationen und Berechnungen

Modellierung von Konfigurationen.

Wie bei Turingmaschinen oder endlichen Automaten ist eine Konfiguration ein »Snapshot«
des Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt.

Definition (Konfiguration)
Eine Konfiguration C ist ein Paar (states¢, msgs,). Hierbei

— ordnet States;: P — Q jedem Prozess seinen Zustand zu; weiter ist

— msgs.: M — N eine Funktion, die angibt, wie oft jede Nachricht gerade unterwegs
sind.
Alternativ kann man msgs; auch als Multimenge auffassen und wir werden oft m €
msgs, schreiben statt msgs.(m) > 0.

Eine Konfiguration heifit initial, wenn states; jedem Zustand seinen Anfangszustand zu-
ordnet und wenn die Nachrichten»menge« msgs, fiir jeden Prozessor p genau eine der
beiden Anfangsnachrichten (initial(0), p) oder (initial(1), p) enthélt.

Modellierung von Schritten.
Die Konfiguration eines Systems verdndert sich nur, wenn es eine Nachricht zustellt.

Definition (Schritte)
Ein Schritt (oder auch eine Systemverdnderung) ist dasselbe wie eine Nachricht (da nur
aufgrund von Nachrichten Systemverdnderungen eintreten).

— Ein Schritt m heit prinzipiell moglich in der Konfiguration ¢, wenn m € msgs..

— Ist ein Schritt m prinzipiell moglich und wir er genommen, so entsteht die neue
Konfiguration ¢’ wie folgt:
Sei ¢ = (statesc,msgs,) und m = (t,p) und SP(statesc(p),t) = (q’,M’). Dann ist
statess identisch zu ¢, auBer dass statesy/ (p) = g'. Weiter ist msgs,, = (msgs, —{m})U
M’
Wir schreiben dann ¢ —p, C'.

21-10
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21.1 Formalisierung eines verteilten Systems

Modellierung von Berechnungen.
Definition (Berechnung)

— Eine Berechnung ist ein endliche oder unendliche Folge (Cp,mg,C1,m1,Co,Mp,...),
wobei fiir alle i (bis auf das letzte) gilt Cj —m; Ci+1.

— Wenn es eine Berechnung gibt, die mit ¢j anfingt und mit cj endet, so schreiben wir
Ci = Cj (auch fiir ¢; = cj). Dann heilit cj erreichbar von ;.

— Eine wohlbegonnene Berechnung ist eine Berechnung, die mit einer initialen Konfi-
guration beginnt.

— Eine Konfiguration heif3it erreichbar, wenn sie in einer wohlbegonnenen Berechnung
vorkommt.

Modellierung von Abstiirzen und asynchroner, fairer Zustellung.

Definition (Korrekte Prozessoren)
Gegeben sei eine unendliche Berechnung (Co, Mg,C1,M4, ... ). Ein Prozessor p heiBt korrekt
oder auch nicht abstiirzend, wenn folgendes gilt:

— Fiir jedes i fiir dass in ¢; ein Schritt (t, p) prinzipiell moglich ist,
— macht p fiir ein geeignetes j > i einen Schritt (nicht unbedingt (t, p)).

Definition (Faire Berechnung)

Gegeben sei wieder eine unendliche Berechnung (Co,mo,C1,My,...). Sie heiBt fair, wenn
fiir jeden nicht abstiirzenden Prozessor gilt: Ist (t, p) prinzipiell méglich in einer Konfigu-
ration Cj, so wird (t, p) zu irgendeinem Zeitpunkt j > i auch genommen. (Keine Nachricht
bleibt »ewig in der Warteschlange«.)

Zwischenzusammenfassung
Wir haben bis jetzt Folgendes modelliert:

— Das System ist verteilt, Prozessoren kommunizieren iiber Nachrichten.

— Die Kommunikation ist asynchron, aber jede verschickte Nachricht kommt irgend-
wann an.

— Prozessoren konnen abstiirzen, was sich dadurch dufBert, dass sie keine Nachrichten
mehr verarbeiten oder abschicken.

— Am Anfang hat jeder Prozessor einen initialen Vorschlag und jeder Prozessor kann
eine Entscheidung fillen, indem der eine decide-Nachricht verschickt.

Was wir noch nicht formalisiert haben:

— Das Konsensproblem.

21.1.4 Rauteneigenschaft

Modellierung unabhéngiger Berechnungen.
Definition

— Sei R C P. Wir schreiben ¢ = ¢/, falls ¢ = ¢’ gilt via einer Schrittfolge, in der
nur Prozessoren in RR Schritte n}jacgen.
— Wir schreiben ¢ = ¢/, falls ¢ = ¢’ gilt.

— Wir schreiben ¢ =% ¢’ statt ¢ 2 ¢/ und entsprechend ¢ =P ¢ statt ¢ =2 ¢/,
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21.2 Konsens

Das Rautenlemma.
Lemma

R —R .. . . —R R
Falls ¢ = ¢1 und auch ¢ = Cy, so existiert ein ¢’ mit ¢, = ¢’ und ¢; = C'.

Warum das Lemma so heif3t
C1

Zur Ubung
Argumentieren Sie (informell), weshalb das Rautenlemma korrekt ist.

21.2 Konsens

21.2.1 Formalisierung von Konsens

Modellierung von Konsens.
Definition
Ein Algorithmus st asynchronen I-toleranten Konsens, wenn fiir jede faire wohlbegon-

nene Berechnung mit hochstens einem ausgefallenen Prozessor die Eigenschaften Agree-
ment, Validity und Termination gelten. Dies bedeutet:

1. Fiir Agreement muss mindestens einmal decide(v) verschickt werden und es diirfen
nicht sowohl decide(0) als auch decide(1) verschickt werden.

2. Fiir Validity muss fiir die initiale Konfiguration, bei der alle Prozessoren die Nachricht
initial(0) bekommen, die Nachricht decide(0) verschickt werden. Analog fiir 1 statt O.

3. Fiir Termination muss die Berechnung endlich sein.

21.2.2 Pseudo-Konsens

Ein neues Konzept: Pseudo-Konsens.
Die Idee hinter Pseudo-Konsens ist, dass die Berechnung zwar nicht terminieren muss, es
aber jederzeit konnte.

Definition (Pseudo-Konsens)

Ein Algorithmus [ost asynchronen I-toleranten Pseudo-Konsens unter denselben Bedin-
gung wie bei asynchronem 1-toleranten Konsens, nur dass die Terminationsbedingung
durch folgende Bedingung ersetzt ist:

3’. Fiir jede erreichbare Konfiguration ¢ und jede Prozessormenge R mit |R| = |P|—1 gilt
c :R> ¢’ fiir eine Konfiguration ¢/, in der eine Decide-Nachricht verschickt wurde.

Offenbar ist Pseudo-Konsens immer moglich, wenn Konsens moglich ist.
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21 Unméglichkeit von Konsens

21.2 Konsens

21.2.3 Beweis der Unmédglichkeit

Der zu beweisende Satz und der Beweisplan.

Satz (Fischer, Lynch, Paterson, 1985)
Es gibt keinen Algorithmus, der asynchronen I-toleranten Konsens lost.

Beweisplan nach Vélzer, 2004.

— Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Nehmen wir an, es gibt einen solchen Algo-
rithmus. Dann ist dies auch ein 1-toleranter Pseudo-Konsens-Algorithmus.

— Im Folgenden zeigen wir, dass jeder 1-toleranter Pseudo-Konsens-Algorithmus eine
unendliche Berechnung zuldsst.

— Dazu fithren wir das Konzept der Uniformitdt ein, einer Vorbedingung fiir Entschei-

dung.
— Wir zeigen dann, dass eine Berechnung am Anfang nicht uniform ist und dass man
diesen Zustand ewig aufrecht erhalten kann. O

Stille Entscheidungen und Uniformitét.

Definition
Sei c eine erreichbare Konfiguration und p ein Prozessor.

— C heiBt v-entschieden, wenn decide(v) € msgs;.

— Ein Wert v € {0,1} heiBt ein p-stummer Entscheidungswert von C, wenn ein V-
entschiedenes ¢’ existiert mit ¢ %p> ¢’. (Das System kann sich fiir v entscheiden,
wenn es von P nichts mehr hort.)

— Die Menge der p-stummen Entscheidungswerte von ¢ bezeichnen wir mit decisions; .

— ¢ heiBt v-uniform, wenn decisions; P = {v} fiir alle p € P gilt. (Wenn ein Prozessor

ausfillt, so entscheidet man sich auf jeden Fall fiir v.)

— Da wir 1-tolerant sind, muss gelten decisions; P # () fiir alle erreichbaren Konfigura-
tionen C.
— Da Agreement gilt, ist jede v-entschiedene Konfiguration auch v-uniform.

Am Anfang sind wir nicht uniform.

Lemma (Anfangslemma)
Es gibt eine nicht-uniforme initiale Konfiguration.

Beweis. Sei P={p1,...,pn} und sei ¢; die Konfiguration in der Prozessoren p; bis pj_1
den Startnachrichtentext initial(0) haben und die anderen initial(1).

1. €1 ist O-uniform und Cp1 ist 1-uniform wegen der Validity-Bedingung.

2. Sei i minimal, so dass ¢j nicht mehr O-uniform ist.

3. Da cj_1 noch O-uniform ist, gibt es eine O-entschiedene Konfiguration c fiir die
i1 — .

4. Da ¢j und cj_1 sich nur in Bezug auf p unterscheiden, gilt auch c; ¢

5. Alsoist 0 e decisionsc_i P und somit ist ¢ nicht 1-uniform. Da es auch nicht O-uniform
ist, ist es nicht uniform. O

Wir bleiben nicht uniform.

Lemma (Fortsetzungslemmal)
Sei C nicht uniform und p ein Prozess. Dann gibt es ein ¢’ mit ¢ = ¢ und decisionsc_,p =

{0,1}.

Beweis.

— Falls decisions; P = {0,1}, so leistet ¢ = ¢’ das Gewiinschte. Sei also decisions; P =
{0} (der andere Fall ist symmetrisch). Dies bedeutet: Horen wir von p nichts mehr,
so entscheiden wir uns fiir 0.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

— Da ¢ nicht uniform ist, muss es ein q geben, so dass decisions; 4 = {1}. (Horen wir
also von  nichts mehr, so entscheiden wir und fiir 1.)

— Insbesondere gibt es also eine 1-entschiedene Konfiguration ¢; mit ¢ = C; und so
decisionsg P = {1}.

— Nach dem gleich noch zu beweisenden Standhaftigkeitslemma folgt daraus, dass es
ein ¢’ gibt mit ¢ = ¢’ und decisions " = {0,1}. O

Wir wechseln nicht plétzlich unsere Meinung.

Lemma (Standhaftigkeitslemma)
Sei ¢ —m ¢’ und sei q ein Prozessor. Falls decisions; 4 = {0}, so gilt decisions;,q #{1}.

Beweis. Sei m= (t,p).
— Falls p #q, so gilt weiterhin decisions;q ={0}.
— Falls p=q, so gilt 0 € decisions;q. Dies iiberlegt man sich leicht direkt oder man
benutzt das Rautenlemma. O

Hauptbeweis: Jeder 1-tolerante Pseudo-Konsens-Algorithmus erlaubt eine
unendliche faire Berechnung.

1. Beginne mit einer nicht uniformen Anfangskonfiguration.
Wir nennen diese die aktuelle Konfiguration C.
2. Wiederhole nun folgendes:

2.1 Betrachte den am léngsten schon aktivierten Schritt (t, p).

2.2 Setze ¢ nach dem Fortsetzungslemma zu ¢’ fort mit decisions_,” = {0,1}.

2.3 Ist in ¢’ die Nachricht (t, p) bereits zugestellt worden, so mache ¢’ zur aktuellen
Konfiguration.

2.4 Sonst stelle die Nachricht (t,p) zu, was die neue aktuelle Konfiguration c”
ergibt.

2.5 Dann gilt decisions_,” = {0,1}, denn wie beim Standhaftigkeitslemma kann sich
die Menge der Entscheidungen nicht verkleinern.

— Die obige Berechnung ist fair, denn jede Nachricht wird friither oder spiter zugestellt.
— Die Berechnung ist wohlbegonnen und unendlich.
— Es stiirzt kein Prozessor ab.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Die Formalisierung eines verteilten Systems ist relativ aufwindig.

2. Asynchroner 1-toleranter Konsens ist unméglich.

3. Der Beweis erfolgt, indem man zeigt, dass jeder asynchrone I-tolerante Pseudo-
Konsens-Algorithmus einen unendliche Berechnung enthalt.
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Kapitel 22

Koordinatorwahl

Von der Schwierigkeit, einen Kanzler zu wéhlen
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Ubungen zu diesem Kapitel 166

Wenn mehrere Leute etwas gemeinsam arbeiten wollen (oder miissen), sollte diese Ar-
beit in irgendeiner Weise koordiniert werden. Die Person, die dies macht, nennt man
Koordinator oder neudeutsch Manager. Da Computer auch nur Menschen sind, stellt sich
bei verteilten System dasselbe Probleme: Bei vielen Problemen, die ein verteiltes System
16sen muss, kommt man um die Benennung eines Koordinators nicht herum.

In diesem und dem néchsten Kapitel geht es um verteilte Algorithmen zur Bestimmung ei-
nes Koordinators. Beginnen werden wir mit einigen grundsitzlichen Uberlegungen, wann
eine Koordinatorwahl tiberhaupt moglich ist, dann schauen wir uns erst einen ganz ein-
fachen Algorithmus an. Der Hirschberg-Sinclair-Algorithmus ist dann eine raffiniertere
Version des einfachen Algorithmus; sein Hauptvorteil liegt darin, dass viele der beim
einfachen Algorithmus unnétigerweise verschickte Nachrichten wegfallen.

In diesem Kapitel wird die Netztopologie immer ein Ring sein. Dies ist eine reichlich
kiinstliche Annahme, auch wenn sie in der Realitit durchaus manchmal erfiillt ist. We-
sentlich befriedigender wird der Algorithmus im néchsten Kapitel sein, der fiir beliebige
zusammenhinge Graphen funktioniert. Jedoch basieren die Ideen auch dieses Algorith-
mus auf den im Folgenden dargestellten Uberlegungen, weshalb wir mit diesen beginnen
werden.
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22.1 Einfishrung

22.1 Einfihrung
22.1.1 Problemstellung

Wiederholung: Einen Koordinator wéhlen.

Definition (Koordinatorwahl)
Unter allen Rechner soll einer ausgewdhlt werden.

— Das Problem ist trivial, wenn die Rechnermenge fest ist.

— Finden sich aber die Rechner »spontan zusammen, so ist nicht klar, welchen Rechner
man wihlen sollte.

— Der gewihlte Rechner, Koordinator oder Leader genannt, kann im Folgenden Be-
rechnung und anderes koordinieren.

Koordinatorwahl in Ringen.
Erste Problemstellung.

Problemstellung
— Wir wollen Koordinatorwahl durchfiihren.
— Die Rechner diirfen eine Zeitlang Nachrichten austauschen.
— Am Ende muss sich genau ein Rechner zum Leader erkldren.
— Alle anderen Rechner miissen sich zu Gefolgsleuten erkliren.
Die Netztopologie ist ein unidirektionaler Ring.
Die genau Zahl der Rechner ist unbekannt.
Rechner und Kommunikation sind absolut verldsslich.
Rechner und Kommunikation sind deterministisch.

Synchrone und asynchrone Kommunikation.
Verschiedene Stufen von Synchronitit:
1. Bei absolut synchroner Kommunikation nehmen wir an, dass jede Nachricht in genau
einem Zeitschritt zugestellt wird.
Weiterhin wissen wir genau, wie viele Zeitschritte jede Berechnung dauert.
2. Bei fast synchroner Kommunikation nehmen wir an, dass jede Nachricht in einem
Zeitschritt plus oder minus einem kleinen € zugestellt wird.
3. Bei Kommunikation mit maximaler Zustelldauer nehmen wir an, dass jede Nachricht
innerhalb einer maximalen Anzahl a von Zeitschritten zugestellt wird.
4. Bei asynchroner Kommunikation nehmen wir an, dass jede Nachricht nach einer
endlichen Anzahl von Zeitschritten zugestellt wird.

22.1.2 Unméglichkeitsresultate

Koordinatorwahl in Ringen.

Wiederholung 1: Ein Unméglichkeitsresultat.

Satz

Deterministische Koordinatorwahl ist unméglich, wenn alle Rechner im gleichen Zustand
starten.

Beweis. Egal, welchen Algorithmus das System verwendet, gilt: Wenn die Kommunikation
(eventuell zufilligerweise) absolut synchron ablduft, dann sind immer alle Rechner im
gleichen Zustand.

Wiirde sich ein Rechner zum Leader erkliren, so auch gleichzeitig alle anderen. O

Wir benétigen oftenbar Symmetriebrechung.

Koordinatorwahl in Ringen.
Wiederholung 2: Ein Unmé&glichkeitsresultat.

Satz
Deterministische Koordinatorwahl ist asynchron unmaoglich, wenn ein Prozessor ausfallen
kann.

Beweis. Wire dies moglich, so wire auch Konsensus unter diesen Umstinden moglich
(der Koordinator entscheidet). Wir haben aber schon gezeigt, dass dies unmdoglich ist. [
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22.2 Hirschberg-Sinclair-Algorithmus

22.1.3 Einfacher Algorithmus

Koordinatorwahl in Ringen.
Ein einfacher Algorithmus.

Satz

In einem Ring mit N Prozessor verfiige jeder Prozessor iiber eine eindeutige Kennung
durch eine Zahl. Dann ist Koordinatorwahl asynchron moglich mit O(n?) Nachrichten. Im
absolut synchronen Fall betrdgt die Zeit O(n).

Beweis. Der Algorithmus arbeitet wie folgt:

1. Jeder Prozessor schickt initial seine Kennung an seinen Nachfolger. Diese Nachricht
wird Token genannt.

2. Jeder Prozessor schickt ein Token weiter, wenn die ID des Token kleiner als seine
eigene ist (besser: kleiner als die kleinste bis jetzt gesehene).

3. Erhilt ein Prozessor seine eigene ID geschickt, so erklirt er sich zum Leader. O

Zeitbeschrankungen bei verschiedenen Synchronitéten

Zur Diskussion
Wie lange braucht der Algorithmus bei

1. fast synchroner Kommunikation
2. Kommunikation mit maximaler Zustelldauer a?

22.2 Hirschberg-Sinclair-Algorithmus
22.2.1 Problemstellung

Eine neue Problemstellung.

Problemstellung

— Wir wollen wieder Koordinatorwahl in einem Ring durchfiihren.
— Der Unterschied zu vorher ist, dass der Ring nun bidirektional ist.
— Wir erhoffen uns dadurch, die Nachrichtenanzahl zu verringern.

Im Folgenden wird der (leicht modifizierte) Hirschberg-Sinclair-Algorithmus vorgestellt.

22.2.2 Algorithmus
Grundlegende Ideen des Hirschberg-Sinclair-Algorithmus

Wie beim einfachen Koordinatorwahl

— werden Tokens verschickt,
— werden Tokens initial generiert und spiter stindig weitergeschickt,
— werden Tokens weggeschmissen, falls die Token-ID groBer als die eigene ID ist.

Neu ist, dass

Tokens méglichst schnell weggeschmissen werden,

indem Token zunichst »lokal die Umgebung testen«.

Dazu werden Tokens einige Schritte in jede Richtung geschickt und dann wieder
zuriickgeschickt.

Wenn sie wieder zuriickkommen (sich also durchsetzen), werden wieder Tokens ver-
schickt, dann aber in eine groflere Entfernung.
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22.2 Hirschberg-Sinclair-Algorithmus

Aufbau der Tokens.

Ein Token besteht aus:

— Der Prozessornummer des Prozessors, der es erzeugt hat.
— Einem Richtungsindikator, der outbound oder inbound sein kann.
— Einem Entfernungszéhler d.
— Dieser Zihler wird runtergezihlt, solange das Token outbound vom Sender weg-
lauft.
— Fillt er auf Null, so »dreht das Token um«, wechselt also auf inbound.

Der Hirschberg-Sinclair-Algorithmus

Erste Aktionen jedes Prozessors:

1. Erzeuge zwei Outbound-Token mit der eigenen Prozessornummer und d = 1.
2. Schicke sie in entgegengesetzte Richtungen herum.

Anschlieffende Aktionen jedes Prozessors:

1. Warte auf ein Token von einem der Nachbarn.
2. Falls es eine fremde Prozessornummer hat:
— Ist es inbound, schicke es weiter.
— Ist die Prozessornummer grofer als die eigene, verwerfe es.
— Sonst erniedrige d um eins. Fiir d > 0 schicke das Token weiter, sonst mache
es inbound und schicke es zuriick.
3. Falls es die eigene Prozessornummer hat:

— Ist es outbound, so erklért sich der Prozessor zum Leader.
— Ist es inbound und ist das andere Token auch schon angekommen, so schicke
zwei neue Outbound-Token los mit verdoppeltem initialen d.

Beispielablauf des Hirschberg-Sinclair-Algorithmus
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22.2.3 Analyse

Analyse des Algorithmus

Satz

Der Hirschberg-Sinclair-Algorithmus ist ein Koordinatorwahl Algorithmus. Es werden
O(nlogn) Nachrichten verschickt. Im absolut synchronen Fall braucht der Algorithmus
Zeit O(n).

Beweis.

1. Der Algorithmus ist korrekt, da die Tokens des Prozessors mit der kleinsten Num-
mer immer weitergereicht werden. Sie kommen also irgendwann als Outbound-Token
wieder an.

2. Der Algorithmus braucht im absolut synchronen Fall Zeit O(n), da der Leader seine
Tokens nach Z:igln 2.2" = O(n) Runden wiedersicht.

3. Wir werden gleich argumentieren, dass fiir jedes d = 2! héchstens 2n /d Nachrichten
verschickt werden.

4. Dies macht insgesamt Z:c;gln 2n/d-2d = 4nlogn Nachrichten. O

Zur Ubung
Begriinden Sie folgende Behauptungen:

— Es werden genau 2n Tokens mit einem initialen d = 1 ausgeschickt.

Es werden hochstens n Tokens mit einem initialen d = 2 ausgeschickt.
Es werden hochstens n/2 Tokens mit einem initialen d = 4 ausgeschickt.
- Es werden hochstens n/4 Tokens mit einem initialen d = 8 ausgeschickt.
— Und so weiter.

Fur Profis
Geben Sie ein Beispiel an, wo fiir zwei unterschiedliche d gleich viele Nachrichten ver-
schickt werden.
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Ubungen zu diesem Kapitel

22.3 Nachrichtenarmer Algorithmus

Der Zeitscheibentrick.

— Wir wollen nun die Nachrichtenzahl auf O(n) driicken.
— Dies ist nicht immer moglich, beispielsweise dann nicht, wenn man Tokens nur ver-
gleichen darf (was wir bisher auch nur getan haben).

Betrachten wir nun aber folgendes Modell:

— Prozessornummern sind kleine Zahlen.
— Eine Oberschranke n fiir die Prozessoranzahl ist bekannt.
— Die Kommunikation ist absolut synchron.
Das gibt es folgenden Trick:
— Benutze den einfachen Koordinatorwahl-Algorithmus.
— Prozessor mit der ID i sendet sein Token erst in Runde i-n los.
— Dann wird iiberhaupt nur das Token des Prozessors mit der kleinsten Nummer je
versendet.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Koordinatorwahl ist das Problem, einen Prozessor auszuwéihlen.

2. Wir haben Algorithmen hierfiir fiir Ringe betrachtet.

3. Der einfache Algorithmus schickt einfach Tokens im Kreis herum und braucht O(n?)
Nachrichten.

4. Der Hirschberg-Sinclair-Algorithmus testet immer groler werdende Umgebungen und
braucht O(nlogn) Nachrichten.

5. Das Zeitscheibenverfahren braucht nur O(n) Nachrichten.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 22.1 (Leader-Election ohne eindeutige IDs, mittel)

In einem unidirektionalen Ring soll Leader-Election durchgefiihrt werden. Die IDs der Prozessoren
im Ring miissen nicht eindeutig sein, das heifit zwei Prozessoren diirfen dieselbe ID haben. Jedoch
ist (a) die Anzahl n der Prozessoren bekannt und es ist (b) bekannt, dass mindestens ein Prozessor
eine eindeutige ID hat. Geben Sie einen Algorithmus fiir diese Situation an; eine Beschreibung der
Funktionsweise geniigt, es ist kein Pseudo-Code nétig.

Ubung 22.2 (Ein Unméglichkeitsresultat, schwer)

Beweisen Sie, dass die vorherige Aufgabe nicht 16sbar ist, wenn die Anzahl n der Prozessoren doch
nicht bekannt ist.

Tipp: Fiihren Sie einen Widerspruchsbeweis. Betrachten Sie einen geeigneten Graphen, fiir den der
Algorithmus funktioniert. Bauen Sie dann einen neuen Graphen, auf dem der Algorithmus nicht
funktioniert. Diesen neuen Graphen erhalten Sie durch ein geeignetes »Ausrollen« des urspriingli-
chen Graphen.

Ubung 22.3 (Ringmaximum, mittel)
Die Topologie eines Netzes sei ein bidirektionaler Ring. Die Prozessoren haben keine eindeutige
IDs, sie kennen aber ihren linken und rechten Nachbarn. Jeder Prozessor im Ring hat eine Zahl ge-
speichert. Mehrere Prozessoren im Ring initiieren nun eine Berechnung; sie mochten das Maximum
aller Zahlen im Ring bestimmen. Am Ende soll dann jeder der Prozessoren, die die Berechnung
initiiert hat, dieses Maximum kennen.
1. Argumentieren Sie, dass es keinen Algorithmus fiir dieses Problem gibt, wenn die Anzahl der
Prozessoren unbekannt ist. Sie diirfen die Aussage von Ubung 22.2 benutzen.
2. Es sei nun allen Prozessoren eine Zahl n’ bekannt, die eine obere Schranke fiir die Anzahl der
Prozessoren darstellt. Geben Sie nun einen Algorithmus fiir das Problem an.

Ubung 22.4 (Koordinatorwahl im Ring, mittel)

In einem unidirektionalen Ring mit asynchroner Kommunikation und n Prozessoren soll eine Koor-
dinatorwahl durchgefiihrt werden. Genau ein Prozessor im Ring hat eine eindeutige ID alle anderen
Prozessoren haben die gleiche ID. Geben Sie einen Algorithus fiir Leader-Election an, der moglichst
wenige Nachrichten versendet. Behandeln Sie gegebenenfalls die Fille n =1 und n = 2 besonders.
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Kapitel 23

Koordinatorwahl in allgemeinen

Graphen

Wie man einen Graphen flutet

Lernziele dieses Kapitels

1. Das Geriistproblem wiederholen. 23.1 Geri'jsfe.

2. Verhiltnis von Leader-Election und Geriistproblem 23.1.1 Motivation .
kennen. 23.1.2 Anwendungen

3. Wellen-Algorithmus zur Leader-Election kennen. 23.1.3  Algorithmus

23.2.3 ...und Wellen

Die Algorithmen dieses Kapitels haben eine maritimen Charakter. Wir werden Graphen
fluten mit Hilfe einer ausgehenden Welle, welche dann in Form einer eingehenden Welle
wieder zuriickschwappt. Hinfortgespiihlt werden alle Mochtegernkoordinatoren.

Die Grundidee des Koordinatorwahl-Algorithmus fiir allgemeine Graphen ist dhnlich wie
bei Ringen, nimlich das Verschicken von Tokens derart, dass nur die Tokens »iiberlebenx,
die vom Prozessor mit der kleinsten 1o verschickt wurden. Da die Graphtopologie nun (im
Gegensatz zum vorherigen Kapitel) beliebig sein kann, muss man sich dariiber Gedanken
machen, wie man ein »ewiges Kreisen« von Tokens verhindert, was aber recht einfach
gelingt. Der eigentlich schwierige Teil ist, herauszufinden, wer »gewonnen« hat. Anders
als in Ringen kommen die eigenen Tokens ndmlich nicht »von alleine« zum Initiator
zuriick. Hier wird die eingehende Welle helfen.

Wellen-Algorithmen eignen sich nicht nur fiir die Koordinatorwahl. Sie kann man auch
zur Konstruktion von Geriisten (englisch spanning trees) einsetzen, zum Broadcasting
oder fiir spezialisiertere Aufgaben.

Inhalte dieses Kapitels

von Geriisten . . .. ..

23.2 Koordinatorwahl
23.2.1 Problemstellung . ... ... ......
23.2.2 Von wachsenden Bdumen... . ... ..

Ubungen zu diesem Kapitel

168
168
168
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169
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171

173
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23.1 Geriste
23.1.1 Motivation

Wiederholung: Geriiste

Definition
Ein Geriist (englisch spanning tree, nicht ganz gliicklich lbersetzt als Spannbaum) eines
Graphen ist ein Teilbaum, der alle Knoten enthiilt.

Bemerkungen:

— Ein Geriist entsteht aus einem Graphen, indem man solange Kanten 16scht, bis nurn-
och ein Baum iibrig bleibt.
— Offenbar hat ein Graph genau dann ein Geriist, wenn er zusammenhdingend ist.

Gewurzelte Geriste.

Definition
Wir nennen einen Baum gerichtet oder auch gewurzelt, wenn

— eine Wurzel ausgezeichnet ist und
— jede Kante mit einer Richtung versehen ist, die zur Wurzel hinzeigt.

Ein gerichtetes Geriist eines ungerichteten Graphen ist ein gerichteter Baum, der ein Gertist
des Graphen ist, wenn man die Kantenrichtungen vergisst.

Bemerkungen:

— Auch wenn ein Geriist gerichtet ist, kann man trotzdem Nachrichten »entgegen der
Richtung« verschicken.
— Die Richtung hat also lediglich »informativen Charakter«.

Das Problem, verteilt ein Geriist zu bestimmen.

Problemstellung
In einem Netzwerk soll ein Geriist fiir den Netzgraphen bestimmt werden. Am Ende soll
jeder Prozessor seine Nachbarn in diesem Geriist kennen.

Annahmen zum verteilten System

Die Netztopologie ist ein zusammenhdingender Graph.

Die genaue Zahl der Rechner ist unbekannt, aber jeder Rechner hat eine eindeutige
ID.

Rechner und Kommunikation sind absolut verldsslich.

Rechner und Kommunikation sind deterministisch.

— Die Kommunikation ist asynchron.

23.1.2 Anwendungen von Geriisten

Anwendungen von Geriisten.

— Nehmen wir an, wir hitten einen gerichtetes Gerlist eines Netzes errechnet.
— Dann konnen wir Broadcasting implementieren, indem wir Nachrichten nur entlang
der Kanten im Geriist schicken.

— Dies spart offenbar viele iiberfliissige Nachrichten ein.
— Dafiir ist das Broadcasting aber auch sehr storanfillig im Falle von ausfallenden
Kanten.

— Weiter konnen wir die Koordinatorwahl implementieren, indem sich einfach die Wur-
zel zum Leader erklirt.
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23.1.3 Algorithmus

Ein erster Geristalgorithmus.
Der Algorithmus verlduft in drei Schritten:

1. Wir fiihren einen Koordinatorwahl-Algorithmus durch (dazu gleich mehr).

2. Der Leader | erklirt sich zur Wurzel und schickt an alle seine Nachbarn die Nachricht
»ich bin dein Elternknoten« oder kiirzer parent(l).

3. Auf allen Knoten Kk lduft ein Hintergrundprozess, der schldft, bis er eine Parent-
Nachricht bekommt. Dann wacht er auf und macht folgendes:

— Ist dies nicht das erste Mal, dass eine solche Nachricht ankommt, wird sie
verworfen.

— Sonst speichert der Knoten den Absender der Nachricht als Elternknoten.

— Dann sendet er die Nachricht parent(k) an alle anderen Nachbarn.

Bemerkungen zum Geriistalgorithmus.

— Der Algorithmus ist wenig robust.

— Der Leader weif} nicht, wann das Geriist fertig ist.

— Das Fluten des Netzes mit den Parent-Nachrichten werden wir auch die ausgehende
halbe Welle nennen.

23.2 Koordinatorwahl
23.2.1 Problemstellung

Das allgemeine Koordinatorwahl-Problem

Problemstellung
Wir wollen eine Koordinatorwahl durchfiihren.

Annahmen zum verteilten System

— Die Netztopologie ist ein zusammenhdngender Graph.

— Die genaue Zahl der Rechner ist unbekannt, aber jeder Rechner hat eine eindeutige
ID.

— Rechner und Kommunikation sind absolut verldsslich.

— Rechner und Kommunikation sind deterministisch.

— Die Kommunikation ist asynchron.

Eine erste Idee.
Vorschlag fir einen Algorithmus zur Koordinatorwahl

— Jeder Knoten fiihrt ein Broadcast mit seiner Prozess-ID aus.
— Gewihlt wird der Prozess mit der kleinsten Nummer.

Zur Ubung
Woran scheitert der obige Algorithmus?
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23.2.2 Von wachsenden Bdumen. ..

Ideen zum Koordinatorwahl-Algorithmus.

— Wir kombinieren die Idee des Koordinatorwahl-Algorithmus fiir Ringe mit dem Ge-
riistalgorithmus.

— Jeder Knoten versucht, ein Geriist aufzubauen mit sich selbst als Wurzel.

— Jedoch werden parent(k) Nachrichten geldscht, wenn sie urspriinglich von einem
Knoten ausgingen mit groflerer Prozess-ID als der eigenen.

Wie startet Gberhaupt die Koordinatorwahl?

— Jeder Prozessor kann eine Methode Initiate-LE aufrufen, um eine Koordinatorwahl
Zu starten.

— Dies konnen mehrere Prozesse gleichzeitig machen (weshalb es iiberhaupt etwas zu
tun gibt — sonst konnte sich der initiierende Prozess gleich zum Leader erklaren).

— Die Methode beginnt nun damit, ein Geriist zu erstellen, mit dem Initiator als Wurzel.

Die Methode Initiate-LE
Knoten k tue: Fiir alle ausgehenden Kanten e rufe send(e, parent(k),root(k)) auf.

Der Hintergrundprozess auf allen Knoten.
Ausgehende halbe Welle.
Die Variablen des Hintergrundprozess:
— p speichert den Elternknoten im aktuellen Geriist.
— I speichert die Wurzel des aktuellen Geriists.
Der Hintergrundprozess schldft, bis ein Receive-Ereignis eintritt.
1. Sei receive(e,parent(p’),root(r’)) das Ereignis.
2. Falls r leer oder I’ <r:
—p—p undrr.
— Rufe send(e’, parent(p’),root(r’)) fiir alle Kanten auBer e auf, die vom eigenen
Knoten ausgehen.

Beispiel der ausgehenden halben Welle.

N &R R
&Y &Y

Zur Ubung
Im absolut synchronen Fall: Von welchen Parametern hingt die Zeit ab, dies es dauert,
bis der Graph monochromatisch ist (nur eine Farbe hat):

1. Durchmesser

2. Anfangsposition des Leaders

3. Anfangsposition der anderen Initiatoren
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23.2.3 ...und Wellen

Wie findet man heraus, wer der Leader ist2

— Der Algorithmus sorgt dafiir, dass am Ende alle Knoten die Nummer des Leader
gespeichert haben.

— Leider wissen wir nicht, wann das Ende erreicht ist.

— Wir benutzen deshalb eine eingehende halbe Welle.

Idee zur eingehenden halben Welle.

Wir wollen iiberpriifen, ob der Graph monochromatisch ist.

Dazu schneiden wir immer wieder Bldtter ab, bis nur noch die Wurzel iiberbleibt.
Wir schneiden aber ein Blatt nur ab, wenn wir uns sicher sind, dass es sich um ein
Blatt handelt.

Abschneiden bedeutet lediglich, dass wir ein Flag setzten, dass diese Blatt abgeschnit-
ten wurde.

Definition
Ein Blatt ist ein Knoten mit folgenden Eigenschaften:

— Alle Nachbarn haben dieselbe Farbe.
— Kein (noch vorhandener) Nachbar hat das Blatt als Elternknoten gespeichert.

Der Hintergrundprozess auf allen Knoten.
Eingehende halbe Welle - von unentschlossen zu entschlossen.

Wir erweitern den Hintergrundprozess wie folgt:

1. Immer, wenn die Farbe des Knoten geédndert wird (wenn sich also r @ndert) tue:

— Gehe in den Zustand unentschlossen iiber.

— Schicke an alle Nachbarn die Nachricht »Bitte benachrichtige mich, wenn du die
Farbe r hast (also dieselbe wie ich).« und sammle im Hintergrund die Antworten.

— Schicke entsprechend Benachrichtigungen aus, wenn sie von anderen Knoten
angefordert werden.

2. Wenn alle Nachbarn die Nachricht geschickt habe, dass sie dieselbe Farbe haben,
gehe in den Zustand entschlossen.

Der Hintergrundprozess auf allen Knoten.
Eingehende halbe Welle - von entschlossen zu abgeschnitten.

1. Sobald der Knoten entschlossen ist, tue:

— Schicke an alle Nachbarn die Nachricht »Bitte benachrichtige mich, wenn ich
nicht dein Elternknoten bin oder du abgeschnitten wurdest.« und sammle im
Hintergrund die Antworten.

— Schicke entsprechende Benachrichtigungen aus, wenn sie von anderen Knoten
angefordert werden.

2. Wenn alle Nachbarn antworten, dass sie abgeschnitten wurden oder der eigenen Kno-
ten nicht ihr Elternknoten ist, setze den eigenen Zustand auf abgeschnitten.
3. Schicke gegebenenfalls eine Benachrichtigung aus.
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Beispiel der eingehenden halben Welle.
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Der fertige Algorithmus.

— Auf allen Knoten laufen die Hintergrundprozesse ausgehende halbe Welle und ein-
gehende halbe Welle.

— Sobald ein Initiator von allen seinen Nachbarn die Nachricht bekommt, dass sie
abgeschnitten wurden, erkldrt er sich zum Leader.

Satz
Der Wellen-Algorithmus ist korrekt.

Beweis.

— Es sollte klar sein, dass die ausgehende Welle den Graphen mit der ID des zukiinftigen
Leaders flutet.
— Die eingehende Welle:

— Eine eingehende Welle kann nicht komplett zuriickkommen, wenn noch nicht
alle Knoten im Graphen geférbt sind.
— Sind sie alle gefdrbt, so kommt sie auch zuriick.



23 Koordinatorwahl in allgemeinen Graphen
Zusammenfassung dieses Kapitels

Zusammenfassung dieses Kapitels

Die Konstruktion von Geriisten und die Koordinatorwahl sind gleich schwierig.

Zur Koordinatorwahl benutzt man einen Wellen-Algorithmus.

In der ausgehenden Halbwelle flutet der zukiinftige Leader das Netz mit seiner ID.
In der eingehenden Halbwelle melden die Knoten von den Blittern her, dass sie
gefirbt wurden.

A WN —

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 23.1 (Leader-Election in Baumen, mittel)

In einem ungerichteten, gefirbten Baum soll eine Leader-Election durchgefiihrt werden. Jedem
Knoten des Baumes sind lediglich seine Nachbarn bekannt. Jeder Knoten hat eine Farbe (eine
positive ganze Zahl), die anders ist als die Farben aller seiner Nachbarn — dieselbe Farbe kann aber
ansonsten mehrfach auftauchen.

Geben Sie Pseudo-Code fiir die beteiligten Prozesse eines Leader-Election-Algorithmus hierfiir
an. Thr Algorithmus kann sich beispielsweise an den Eingehende-Welle-Algorithmus anlehnen (die
Fdrbung des Graphen brauchen Sie nur ganz am Ende, um bei der letzten Kante einen »Tie-Break«
durchzufiihren).

Ubung 23.2 (GréBen-/Durchmesserbestimmung, leicht)

Die Grofe eines Netzwerks mit unbekannter Topologie soll bestimmt werden, wobei alle Prozesso-
ren eine eindeutige ID haben. Genau ein Prozessor initiiert eine Berechnung; am Ende soll dieser
Prozessor die Anzahl n an Prozessoren im Netzwerkgraphen kennen. Beschreiben Sie einen Algo-
rithmus hierfiir; Sie diirfen bekannte Algorithmen aufrufen.

Wenn Thnen dies zu einfach ist, bestimmen Sie statt der Grole den Durchmesser (die maximale
Entfernung zwischen zwei Knoten) des Netzgraphen.

2323
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Worum Das Verbreiten von Nachrichten ist eine Wissenschaft fiir sich, wie schon Douglas Adams
esgii‘:'e sehr richtig erkannte. Die ersten Absitze seines im Groflen und Ganzen sonst eher pessi-

mistisch gestimmten Buches Mostly Harmless (immerhin wird am Ende des Buches das
Universum zerstort) fassen die Hauptprobleme des Broadcastings elegant zusammen:

Beginn von Mostly Harmless von Douglas Adams
Anything that happens, happens.
Anything that, in happening, causes something else to happen, causes something else to happen.
Anything that, in happening, causes itself to happen again, happens again.
It doesn’t necessarily do it in chronological order, though.

The history of the Galaxy has got a little muddled, for a number of reasons: partly because
those who are trying to keep track of it have got a little muddled, but also because some very
muddling things have been happening anyway.

One of the problems has to do with the speed of light and the difficulties involved in trying to
exceed it. You can’t. Nothing travels faster than the speed of light with the possible exception
of bad news, which obeys its own special laws. The Hingefreel people of Arkintoofle Minor did
try to build spaceships that were powered by bad news but they didn’t work particularly well
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and were so extremely unwelcome whenever they arrived anywhere that there wasn’t really
any point in being there.

So, by and large, the peoples of the Galaxy tended to languish in their own local muddles and
the history of the Galaxy itself was, for a long time, largely cosmological.

Which is not to say that people weren’t trying. They tried sending off fleets of spaceships to do
battle or business in distant parts, but these usually took thousands of years to get anywhere.
By the time they eventually arrived, other forms of travel had been discovered which made
use of hyperspace to circumvent the speed of light, so that whatever battles it was that the
slower-than-light fleets had been sent to fight had already been taken care of centuries earlier
by the time they actually got there.

This didn’t, of course, deter their crews from wanting to fight the battles anyway. They were
trained, they were ready, they’d had a couple of thousand years’ sleep, they’d come a long way
to do a tough job and by Zarquon they were going to do it.

This was when the first major muddles of Galactic history set in, with battles continually
re-erupting centuries after the issues they had been fought over had supposedly been settled.
However, these muddles were as nothing to the ones which historians had to try and unra-
vel once time-travel was discovered and battles started pre-erupting hundreds of years before
the issues even arose. When the Infinite Improbability Drive arrived and whole planets star-
ted turning unexpectedly into banana fruitcake, the great history faculty of the University of
MaxiMegalon finally gave up, closed itself down and surrendered its buildings to the rapidly
growing joint faculty of Divinity and Water Polo, which had been after them for years.

24.1 Einfihrung
24.1.1 Motivation

Das allgemeine Broadcasting-Problem.

Problemstellung
Ein Rechner hat eine Nachricht m, die er allen anderen Rechnern im Netz mitteilen mochte.

— Offenbar ist dies nur moglich, wenn das Netz zusammenhingend ist, was wir deshalb
heute immer annehmen.
— Algorithmus hierfiir sollten sicherlich folgende Eigenschaften haben:
1. Er sollte korrekt sein.
2. Er sollte moglichst wenige Nachrichten verschicken.
3. Er sollte moglichst schnell sein.
4. Er sollte moglichst robust sein.
— Wir werden noch sehen, dass es noch weniger offensichtlich Eigenschaften gibt, die
auch noch erstrebenswert sind.

Beispiel: Broadcasting bei einer Bank.
Das Netz einer Grof3bank sei wie folgt aufgebaut:

— Jeder Server hilt (vielleicht nicht alle) Kundendaten vorritig.

— Dieselben Kundendaten konnen auf mehreren Servern liegen, zum Beispiel auf den

Servern der Immobilienabteilung und nochmal auf den Servern der Giroabteilung.

Beispiel-Ereignisse, die allen Servern mitgeteilt werden miissen:

— Ein Kunde zahlt 100 Euro auf sein Konto ein.

— Ein Kunde hebt 100 Euro von seinem Konto ab.

— Der Zinssatz @ndert sich.

Beispiel: Broadcasting bei News-Servern.
Ein News-Dienst sei wie folgt aufgebaut:

— Viele Server und Rechner sind Teil des Netzes.
— Jeder Rechner kennt einen oder mehrere Server, iiber die er Nachrichten schicken
kann.
— Die Server halten alle Nachrichten in Diskussionsthread angeordnet vor.
Beispiel-Ereignisse, die allen Servern mitgeteilt werden miissen:

— Ein Diskussionsbeitrag, der auf einen Server geschickt wurde.
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24.1.2 Modell

Modell fisr das Broadcasting-Problem.

Problemstellung

Wir wollen (eventuell mehrere) Broadcastings in einem Netz durchfiihren.

— Jedes Broadcasting beginnt damit, dass ein Knoten r die Methode broadcast(m)
fiir eine Nachricht m aufruft.

— Nach einiger Kommunikation soll dann irgendwann bei jedem Knoten einmal
das Ereignis deliver(m) eintreten.

Die Netztopologie ist ein zusammenhdngender Graph.

Die genaue Zahl der Rechner ist unbekannt, aber jeder Rechner hat eine eindeutige
ID.

Rechner und Kommunikation sind absolut verldsslich.

Rechner und Kommunikation sind deterministisch.

Die Kommunikation ist asynchron.

24.1.3 Methoden versus Ereignisse

Send-Methode versus Receive-Ereignis.
Zur Send-Methode:

— Das Betriebssystem stellt eine Methode send zur Verfiigung.

— Diese bekommt als Parameter eine Kante e, die mit dem Knoten inzident ist, und
eine Nachricht m.

— Das Betriebssystem schickt dann diese Nachricht iiber die Kante und kehrt sofort
zuriick.

Zum Receive-Ereignis:

— Das Betriebssystem des Knoten am anderen Ende der Kante erzeugt einen Interrupt,
wenn eine Nachricht ankommt.

— Dann wird ein Receive-Ereignis vom Betriebssystem erzeugt und in die Systemwar-
teschlange eingereiht.

Broadcast-Methode versus Deliver-Ereignis.
Zur Broadcast-Methode:

— Wir werden verschiedene Implementation dieser Methode kennenlernen, die dann
Namen wie fifo-broadcast haben.

— Innerhalb dieser Methode wird die Kommunikation angestofien.

— Dazu rufen wir unter anderem die send-Methode auf.

Zum Deliver-Event:

— Deliver-Events sollen dhnlich wie das Receive-Event in die Systemwarteschlange ein-
gereiht werden.

— Ausgelost werden sie aber nicht vom Betriebssystem, sondern von einem eigenen
Prozess, der Teil des Broadcasting-Algorithmus ist.

Die zwei Teile eines Broadcasting-Algorithmus.
Die Broadcasting-Algorithmen werden aus zwei Teilen bestehen:

1. Dem Code der Broadcasting-Methode. Dieser Code wird nur bei dem Knoten ausge-
fiihrt, der das Broadcasting initiiert.

2. Dem Code eines Hintergrundprozesses, der auf Receive-Events wartet und sich dann
um zwei Dinge kiimmert:

2.1 Er erzeugt Deliver-Ereignisse.
2.2 Er leitet Nachrichten weiter.
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24.2 Verlassliches Broadcast
24.2.1 Algorithmus

Unser erstes Ziel.

— Wir wollen einen einfachen Algorithmus fiir Broadcast angeben.
— Sei m die Nachricht und r der Knoten, der das Broadcast initiiert.
— Der Algorithmus soll veridsslich sein, was bedeutet:

1. Alle Knoten erzeugen irgendwann das Ereignis deliver(m).
2. Jeder Knoten erzeugt dieses Ereignis pro Broadcast nur einmal.

Der Reliable-Broadcast-Algorithmus.

Grobe Idee
Flute das Netz mit der Nachricht.

Die Methode reliable-broadcast(m)
Fiir alle Kanten e, die vom eigenen Knoten ausgehen, rufe send(e,m) auf.

Der Hintergrundprozess auf allen Knoten
Der Hintergrundprozess schldft, bis ein Receive-Ereignis eintritt. Wenn dies eintritt, pas-
siert folgendes:

1. Sei receive(e,m) das Ereignis.
2. Falls m zum ersten Mal ankommt:

— Erzeuge das Ereignis reliable-deliver(m).
— Merke fiir die Zukunft, dass m erhalten wurde.
— Rufe send(e’, m) fiir alle Kanten aufer e auf, die vom eigenen Knoten ausgehen.

Zur Ubung

Nehmen wir nun an, Prozessoren konnen wihrend der Algorithmus lduft ausfallen (durch
einen Crash).

Falls der Graph ohne die ausgefallen Knoten noch zusammenhingend ist, funktioniert der
er dann trotz der Ausfille?

Zur Ubung
Wie viele Nachrichten werden durch den Algorithmus verschickt? Bei absolut synchroner
Kommunikation: Wie lange dauert es, bis alle Prozessoren die Nachricht zugestellt haben?
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24.3 Fifo-Broadcast
24.3.1 Problematik

Ein mégliches Problem bei verlasslichem Broadcast.

Nehmen wir an, die Grobank bekommt einen neuen Kunden und dieser zahlt 100
Euro auf sein neues Konto ein.

Dann werden vom Computer der Filiale, wo das Konto erdffnet wurde, folgende
Nachrichten versandt:

1. Es gibt ein neues Konto 123 fiir Kunde X.
2. Auf Konto 123 werden 100 Euro eingezahlt.
Unser Broadcasting-Algorithmus garantiert aber nicht, dass diese Nachrichten in die-
ser Reihenfolge ankommen. Ein Server konnte also folgende Nachrichten bekommen:
1. Auf Konto 123 werden 100 Euro eingezahlt.
2. Es gibt ein neues Konto 123 fiir Kunde X.

Da der Server beim Erhalt der ersten Nachricht noch kein Konto 123 kennt, liegt ein
Fehler vor.

Neue Anforderung an das Broadcast: Fifo

Wir wollen einen Algorithmus fiir Broadcast angeben, der verldsslich ist und noch folgende
Eigenschaft hat:

Fifo-Eigenschaft

Ruft ein Knoten erst Broadcast fiir eine Nachricht m; auf und danach Broadcast fiir eine
Nachricht my, so soll bei allen Knoten das Deliver-Ereignis fiir m; vor dem Deliver-
Ereignis fiir my eintreten.

24.3.2 Algorithmus

Voriiberlegungen zum Fifo-Broadcast.

— Wir konnen nicht verhindern, dass Nachrichten in der falschen Reihenfolge ankom-
men.

Der Hintergrundprozess kann aber das Deliver-Ereignis hinauszégern.

Genauer werden wir zwei Hintergrundprozesse benutzen:

1. Den alten Hintergrundprozess des verldsslichen Broadcast.
2. Einen neuen Hintergrundprozess, der auf Reliable-Deliver-Ereignisse wartet und
dann (eventuell verzogert) Fifo-Deliver-Ereignisse erzeugt.

Wir benutzen also den Reliable-Broadcast-Algorithmus und bauen den Fifo-Broad-
cast-Algorithmus dariiber.

Nachrichten-IDs und zustellbare Nachrichten.

— Es ist problematisch, dass Nachrichten mehrfach auftreten konnen.

— Ebenso ist es problematisch, dass man nicht weif3, wer eine Nachricht gesandt hat.

— Deshalb vereinbaren wir, dass jede Nachricht zusitzlich die Knoten-ID enthilt und
eine laufende Nummer (lokal fiir den Knoten).

Definition
Sei m eine Nachricht mit Absender-Adresse k und Message-ID i. Diese Nachricht heift
auf einem Knoten k' Fifo-zustellbar, falls

— i =0 (erste Nachricht von k) oder
— bei k’ das letzte Fifo-Deliver-Ereignis mit Absender k die Message-ID i — 1 hatte.
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Der Fifo-Broadcast-Algorithmus.

Grobe Idee
Fiihre ein Reliable-Broadcast durch, verzdgere aber Deliver bis alle vorherigen Nachrichten
des Absenders ausgeliefert wurden.

Die Methode fifo-broadcast(m)
Fiihre reliable-broadcast(m) aus, wobei m Knoten- und Message-ID enthiilt.

Der zweite Hintergrundprozess auf allen Knoten
Der Hintergrundprozess schlift, bis ein Reliable-Deliver-Ereignis eintritt.

1. Sei reliable-deliver(m) das Ereignis.
2. Fiige m in den Message-Bag ein.
3. Solange er eine fifo-zustellbare Nachricht m’ enthilt:

— Erzeuge das Ereignis fifo-deliver(m’).
— Entferne m’ aus dem Bag.

24.4 Kausaler Broadcast
24.4.1 Problematik

Ein mégliches Problem bei Fifo-Broadcast.

Server X verschickt einen Diskussionsbeitrag A an alle.

— Auf Server Y sieht jemand diesen und schreibt darauthin eine Erwiderung B, die Y
nun an alle verschickt.

Bei einem dritten Server Z kann nun folgendes passieren:

Das urspriingliche Broadcast des Beitrags A durch X verzogert sich.

Das Broadcast der Erwiderung B durch Y geht hingegen schnell.

Also erhélt Z zuerst B, dann A.

Dies ist kein Verstof3 gegen das Fifo-Prinzip, da A und B von unterschiedlichen
Prozessen verschickt wurden.

Aobd-~

Neue Anforderung an das Broadcast: Kausalitét
Wir wollen einen Algorithmus fiir Broadcast angeben, der folgende Eigenschaft hat:

Kausalitétseigenschaft

Erhilt ein Knoten eine Nachricht my und fiihrt ruft danach Broadcast fiir eine Nachricht
my auf, so soll bei allen Knoten das Deliver-Ereignis fiir m; vor dem Deliver-Ereignis fiir
my eintreten.

24.4.2 Algorithmus

Vorijberlegungen zum kausalen Broadcast.

— Wir benutzen nun Fifo-Broadcast, um darauf kausalen Broadcast aufzubauen.
— Um die Kausalitdt zu garantieren, schicken wir einfach alle Message-IDs mit von
Nachrichten, die vor dieser Nachricht zugestellt werden miissen.

Definition

Sei m eine Nachricht mit Absender-Adresse k und ¢; bis ¢, die IDs von weiteren Nach-
richten, die vor m ausgeliefert werden miissen. Dann heif3t die Nachricht auf einem Knoten
k" kausal-zustellbar, falls

— alle vorherigen Nachrichten von k auf diesem Knoten schon zugestellt wurden und
— alle Nachrichten ¢;j auf diesem Knoten schon zugestellt wurden.
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24.5 Atomarer Broadcast

Der kausale Broadcast-Algorithmus.

Grobe Idee
Schicke mit jeder Nachricht alle Bedingungen mit, wann diese Nachricht zugestellt werden
darf.

Die Methode causal-broadcast(m)
Fiihre fifo-broadcast(m;cy;Cz;...;Cn) aus, wobei die ¢; alle Nachrichten sind, die seit dem
letzten Aufruf dieser Methode zugestellt wurden.

Der dritte Hintergrundprozess auf allen Knoten
Der Hintergrundprozess schlidft, bis ein Fifo-Deliver-Ereignis eintritt. Wenn dies eintritt,
passiert folgendes:

1. Sei fifo-deliver(m;cs;cy;...;cn) das Ereignis.

2. Fiige m;cyq;C2;...;Cy in den Message-Bag ein.

3. Solange er ein kausal-zustellbares m’ enthilt:

— Erzeuge das Ereignis causal-deliver(m’).
— Entferne m’ aus dem Bag.

Korrektheit des Algorithmus

Satz
Der kausale Broadcast-Algorithmus arbeitet korrekt.

Beweis.

— Der Algorithmus stellt keine Nachricht in kausal falscher Reihenfolge zu: Keine Nach-
richt wird zugestellt, bis alle beim Absender vorher eingegangenen Nachrichten zu-
gestellt wurden.

— Der Algorithmus stellt alle Nachrichten zu, da die Kausalititsbedingung einen DAG
auf allen Nachrichten definiert, der von den Quellen her abgearbeitet wird. O

24.5 Atomarer Broadcast
24.5.1 Problematik

Ein mégliches Problem bei kausalem Broadcast.

Ein Kunde zahlt 100 Euro bei seiner Filiale auf sein Konto ein. Dies wird per Broad-
cast allen mitgeteilt.

Der Zinssatz wird erhoht, was auch per Broadcast mitgeteilt wird.

Bei zwei verschiedenen Konto-Servern X und Y kann nun folgendes passieren:

1. Die Ereignisse der Einzahlung und der Zinzsatzénderung sind kausal nicht ver-
bunden.

2. Deshalb konnen sie in unterschiedlichen Reihenfolgen eintreffen.

3. Dann werden aber die Kontostinde auf den Servern unterschiedlich sein.

Neue Anforderung an das Broadcast: Unteilbarkeit
Wir wollen einen Algorithmus fiir Broadcast angeben, der folgende Eigenschaft hat:

Unteilbarkeit (atomicity)
Alle Nachrichten werden bei allen Knoten in derselben Reihenfolge zugestellt.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

24.5.2 Algorithmus

Asynchrones atomares Broadcasting mittels eines Koordinators.
Die Methode atomic-broadcast(m)

— Sende Nachricht an den Koordinator (Leader) mit der bitte um eine neue Message-ID.
(Diese werden vom Koordinator fortlaufend mit 0 beginnend ausgestellt.)

— Warte auf den Erhalt einer ID i.

— Fiihre reliable-broadcast(m;i) aus.

Der Hintergrundprozess auf allen Knoten

Ein ID-Zihler j ist mit O initialisiert.
1. Warte auf ein reliable-deliver(m;i) Ereignis und fiige (m;i) in den Message-Bag ein.
2. Solange er ein Paar (m’; j) enthilt:

— Erzeuge das Ereignis atomic-deliver(m’).
— Entferne (m’; j) aus dem Bag und inkrementiere j.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Broadcast ist das Problem, eine Nachricht an alle Knoten eines Netzes zu verteilen.
2. Dieses Problem gibt es in verschiedenen Varianten:

verlissliches Broadcast
Fifo-Broadcast
kausaler Broadcast
atomarer Broadcast

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 24.1 (Broadcast im n x n-Gitter, mittel)
Gegeben sei ein n x n-Gitter von Prozessoren, die den Wert von n allerdings nicht kennen.
1. Geben Sie ein Protokoll fiir Broadcast an, in dem moglichst wenige Nachrichten versendet
werden. (Wie immer ist die Kommunikation asynchron.)
2. Geben Sie nun an, wie lange es in Threm Protokoll bei absolut synchroner Kommunikation
dauert, bis jeder Prozessor den Broadcast erhalten hat und wie viele Nachrichten insgesamt
versendet werden.
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Teil V

Spezifikation verteilter Systeme

Der vorherige Teil dieser Vorlesung diirfte eine Sache klargemacht haben: Verteilte Syste-
me sind schwierig zu beherrschen. Man kann schon froh sein, wenn ein verteiltes System
mit sich selbst klarkommt — dass es auch noch etwas Sinnvolles macht ist schon Luxus.
Unter diesen Umstédnden stellt sich eine Frage dringlicher als dies bei sequentiellen und
auch bei parallelen Systemen der Fall ist: Wie beschreibt man, was ein verteiltes System
machen soll und wie es arbeiten soll? Etwas wissenschaftlicher formuliert: Wie spezifiziert
man ein verteiltes System?

Viele Methoden, die bei nichtverteilten Systemen ganz natiirlich funktionieren, versagen
jammerlich bei verteilten Systemen. Ein einfaches Beispiel: Wir wollen Summen von
Zahlen berechnen. Eine Spezifikation konnte lauten: »Eingabe: Ein Array n von Zah-
len. Ausgabe: Die Summe der Zahlen.« Bei einem verteilten System klappt eine solche
Eingabe-Ausgabe-Spezifikation nicht so recht. Man muss schon sagen wo die Eingabe
am Anfang ist und wo am Ende die Ausgabe sein soll und was iiberhaupt »am Anfang«
und »am Ende« bedeuten sollen und was passieren soll, wenn etwas schiefgeht und so
weiter. Ebenso unklar ist, wie man die gewiinschte Arbeitsweise eines verteilten Systems
geschickt beschreiben kann. Wir haben uns bis jetzt mit Pseudo-Code beholfen, in dem et-
was nebulds auf »Betriebssystemereignisse« gewartet wird, oder das Problem ganz einfach
ignoriert.

Im letzten Teil dieser Veranstaltung soll es darum gehen, wie man das gewiinschte Ver-
halten eines verteilte Systems beschreiben kann. Dazu werden wir exemplarisch nur einen
Formalismus betrachten, ndmlich Petrinetze, diesen dafiir aber etwas ausfiihrlicher. (Fiir
einen ebenfalls gut in diese Vorlesung passenden anderen Ansatz, die Temporallogiken,
war leider kein »Platz« mehr.)

Petrinetze, ein von Adam Petri in seiner Dissertation eingefiihrter Formalismus — auch
wenn man in seiner Arbeit der Namen »Petrinetz« natiirlich vergeblich suchen wird und
auch wenn die dort eingefiihrten Netz auf den ersten Blick nicht viel mit den »modernen«
Petrinetzen zu tun zu haben scheinen —, gibt es mittlerweile in vielen verschiedenen
Formen: Es gibt die Grundform des Petrinetzes, etwas despektierlich »Low-Level-Netze«
genannt; es gibt »bunte« Petrinetze (colored nets); und es gibt High-Level-Netze, die alles
konnen, aber dafiir leider nicht mehr verniinftig zu analysieren sind. Wir werden uns auf
die Low-Level-Netze konzentrieren. Diese sind erstens schon einfach zu verstehen und
zu formalisieren. Zweitens, und das ist der Hauptgrund, weshalb Petrinetze auch heute
noch in realen Projekten eingesetzt werden, lassen sich Low-Level-Netze erstaunlich gut
automatisch analysieren.
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Mit Low-Level-Netze verhilt es sich ein wenig wie mit reguldren Ausdriicken: Man kann
sie nicht immer benutzen, denn die meisten Sprachen sind nicht reguldr ebenso wie die
meisten verteilten Probleme sich nicht mit Low-Level-Netzen beschreiben lassen. Wenn
aber zumindest Teile eines Problems mit ihnen beschreibbar sind, dann gibt es méchtige
theoretische und praktische Werkzeuge fiir die Analyse: Hinter regulire Ausdriicke steht
die geballte Theorie-Macht der reguldren Sprachen und sie werden in ganz realer Software
stindig eingesetzt, hinter Low-Level-Netzen steht die Theorie der altehrwiirdigen Linearen
Algebra und sie werden in ganz realen Systemen auch benutzt.

Man kommt mit Low-Level-Netzen nicht immer aus, weshalb man zu High-Level-Netzen
greifen kann. Aber dhnlich wie beim Schritt von reguldren Ausdriicken zu allgemeinen
Grammatiken verliert man hierdurch alle automatisierten Entscheidungsverfahren und alle
interessanten Fragestellungen werden unentscheidbar. Wir werden deshalb High-Level-
Netze am Ende nur recht kurz streifen.
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Worum Petrinetze sind zu aller erst ein Formalismus mit dem sich das Verhalten eines (gerne auch
esg};‘:'e verteilten) Systems iiber die Zeit hinweg beschreiben ldsst. Statt »Zeit« sollte es bei den

einfachen Systemen eher »Kausalitdt« heillen, denn es geht um Fragen wie »Wenn dieses
passiert, kann dann prinzipiell auch jenes passieren ohne dass auch jenes andere passiert?«
In Erweiterungen von Petrinetzen werden aber auch echte Timingprobleme angepackt.

Petrinetze halten elegant die Waage zwischen einfacher Formalisierung, Universalitit und
Analysierbarkeit. Wie wir in diesem Kapitel sehen werden ist die mathematische Formali-
sierung wirklich recht einfach, kaum komplizierter als beispielsweise endliche Automaten.
Wir werden ebenfalls in diesem Kapitel beginnen uns Beispiele anzuschauen, bei denen
unterschiedlichste Problemstellungen mit dem Formalismus der Petrinetze modelliert wer-
den — weitere Beispiel werden in spiteren Kapiteln und in den Ubungen folgen. Die fiir
Petrinetze zur Verfiigung stehenden Analysemethoden sind vielfiltig wie wir aber erst in
den nachfolgenden Kapiteln sehen werden.
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25.1 Konzept des Petrinetz
25.1.1 Das Versprechen der Petrinetze

Zur Geschichte der Petrinetze.

Petrinetze wurden von Carl Adam Petri in seiner Dissertation eingefiihrt.

Zunichst wurden nur Low-Level-Netze sowie Stellen-/Transitionssysteme untersucht
(was wir auch tun werden).

Zu Spezifikationszwecken sind die S/T-Systeme oft zu einfach. Deshalb wurden immer
mdchtigere Netze eingefiihrt.

Michtige Netze wie algebraische High-Level-Netze sind aber nicht mehr automatisch
analysierbar.

Die Versprechen zu Petrinetzen.

— Einfache Beschreibungssprache. Petrinetze lassen sich leicht verstehen, leicht zeich-
nen und leicht benutzen.

— Universalitdit. Man kann »alles und jedes« mit Petrinetzen beschreiben.

— Analysierbarkeit. Low-Level-Netze sind mathematisch einfach genug, dass man viele
Eigenschaften automatisch iiberpriifen kann.

— Vergleichbarkeit. Low-Level-Netze sind mathematisch einfach genug, dass man sie
mit anderen Formalismen (wie State-Charts) automatisch vergleichen kann.

25.1.2 Aufbau von Petrinetzen

Die Bestandteile eines Petrinetzes.
Die zentralen Bestandteile von Petrinetzen sind:

— Marken. Sie reprisentieren Prozesse oder Ressourcen. Bei Low-Level-Netzen haben
die Marken keine weitere innere Struktur, insbesondere haben sie keine Identitit.

— Stellen. Sie sind die Zustinde in denen Marken (also Prozesse oder Ressourcen) seien
konnen.
Ein Netz kann mehrere Marken gleichzeitig enthalten und diese kdnnen auf verschie-
denen Stellen sein, also verschiedene Zustinden haben.
Im Vergleich dazu ist ein endlicher Automat immer nur in einem Zustand.

— Transitionen. Sie erlauben Uberginge von Marken von einem Zustand in einen ande-
ren.
Da ein Petrinetz mehrere Marken enthalten kann, die dann verschiedene Transitionen
benutzen konnen, lassen sich Dinge wie Konflikte oder Synchronisation modellieren.

Zur Benutzung von Petrinetzen.
Wie man sie aufschreibt.

— Stellen werden durch grofie offene Kreise dargestellt.

— Marken werden durch kleine Kreise dargestellt, die in die Stellen gezeichnet werden.

— Transitionen werden als Rechtecke dargestellt, manchmal eher als Balken, manchmal
eher als Quadrate.

— Gerichtete Kanten fiihren von Stellen zu Transitionen und von Transitionen zu Stellen.

— Kanten und Stellen konnen gewichtet sein.
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25 Petrinetze
25.1 Konzept des Petrinetz

Beispiel eines Petrinetzes
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Zur Benutzung von Petrinetzen.
Wie man sie benutzt.

— Ist ein Netz mit eingezeichneten Marken gegeben, so kann man beginnen, Transitionen
zu schalten:

1. Man wihlt eine Transition aus, fiir die fiir jede eingehende Kante auf der Stelle,
von der die Kante kommt, eine Marke vorliegt (bei hoher gewichteten Kanten
entsprechend mehrere Marken).

2. Diese vorliegenden Marken werden entfernt.

3. Zu jeder Stelle, zu der eine von der Transition ausfithrende Kanten zeigt, fiigt
man eine Marke hinzu (bei hoher gewichteten Kanten auch mehrere).

— Alle moglichen Arten, wie sich das Netz durch Schaltfolgen entwickeln kann, bilden
die Semantik des Netzes.

25.1.3 Beispiel: Semaphore

Problemstellung: Mutex
Problemstellung

Wie wollen ein Mutex mit Hilfe eines Petrinetzes modellieren.

Gegeben sind zwei Prozesse p; und pp, die jeweils aus mehreren Threads bestehen.
Es gibt zwei kritische Abschnitte c1 und Cy.

Wir wollen durch ein Mutex garantieren, dass immer hochstens ein Thread in einem
der beiden kritischen Abschnitte ist.

Modellierung des Mutex.
Modellierung

Threads werden durch Marken reprisentiert.

Threads konnen in zwei Zustinden sein: Normal (p1 und p2) oder kritisch (¢; und
C2).

Der Mutex ist eine Ressource, also eine Marke.

Es gibt nur einen Zustand fiir diese Marke, ndmlich »vorhanden, also gibt es nur
eine Stelle.
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Beispiel eines Petrinetzes, das ein Mutex simuliert.
enter; enter,

[] []

n w0 O\@

exity exity

Belegt man s mit mehr als einer Marke vor, so erhélt man eine Semaphore statt eines
Mutex.

Zur Ubung

Im Netz verschwindet die Mutex-Ressource und taucht wieder.

Dies soll nun anders modelliert werden, so dass die Mutex-Ressource zwischen zwei
Zustinden »jemand im kritischen Bereich« und »niemand im kritischen Bereich« wechselt.
Wie sieht das Netz hierzu aus?

Zur Ubung

Verédndern Sie das Netz, so dass bis zu fiinf Threads eines Prozesses im kritischen Bereich
seien konnen, aber nie gleichzeitig zwei Threads von unterschiedlichen Prozessen in den
beiden kritischen Bereichen seien konnen.

25.1.4 Beispiel: Scheduling

Problemstellung: Scheduling
Problemstellung

— Ein Scheduler soll Prozesse auf einer Zwei-Core-Maschine auf die Prozessorkerne
verteilen.
— Manche Prozesse konnen nur auf dem ersten Core laufen, andere auf beiden.
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25 Petrinetze
25.2 Formalisierung von Petrinetzen

Modellierung

— Prozesse werden durch Marken représentiert.

— Prozesse konnen in folgenden Zustidnden sein: Wartend auf Core 1, wartend auf einen
beliebigen Core, ausgefiihrt auf Core 1, ausgefiihrt auf Core 2, beendet.

— Damit hochstens ein Prozess gleichzeitig auf einem Core ausgefiihrt werden kann,
fiihren wir noch eine Stelle mit einer »Core-ist-frei-Marke« ein.

Beispiel des Schedulers.

f>
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25.1.5 Ziele der Petrinetztheorie

Ziele der Petrinetztheorie
Ziel der Theorie der Petrinetze ist

— das Verhalten von Petrinetzen vorherzusagen,
— durch automatisierbare Analysen.

Beispielsweise mochte man mittels eines Computerprogramms Fragen beantworten konnen
wie

— »Ist es wahr, dass auf Stellen ¢ und C; insgesamt immer hochstens eine Marke liegt?«
— »Ist es wahr, dass frither oder spiter alle Marken auf der Stelle e liegen?«

— »Ist es wahr, dass irgendeine Transition immer schalten kann?«

— »Ist es wahr, dass eine bestimmte Situation nie eintreten kann?«

25.2 Formalisierung von Petrinetzen
25.2.1 Netze

Die formale Definition von Netzen.

Definition

Ein (Petri-)Netz N = (S,T,F) besteht aus
— einer Menge S von Stellen

— einer Menge T von Transitionen (disjunkt zu S)
— einer Flussrelation F C (SxT)U(T xS).

Die Elemente von SUT heillen Elemente von N.
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Zur Ubung
Geben Sie die Mengen S, T und die Flussrelation von folgendem Netz an:
Geld
t t

Kino Essen

25.2.2 Vor- und Nachbereich

Vor- und Nachbereiche von Stellen und Transitionen.

Definition
Sei N = (S,T,F) ein Netz und X € SUT ein Element.

— Der Vorbereich von X ist die Menge *x = {y € SUT | (y,x) € F}.
— Der Nachbereich von X ist die Menge x* ={y € SUT | (x,y) € F}.

Fiir eine Menge X C SUT ist *X = [J,cx *X und X* = [J,x X*.

Zur Ubung
Geben Sie t} und °t, sowie Geld® an.

25.2.3 Markierungen

Das Konzept der Markierung.

Definition
Eine Markierung eines Netzes N = (S, T,F) ist eine Funktion m: S — N.

Definition (Operationen auf Markierungen)
Seien m; und my Markierungen.

— Die Markierung m; +m, ist definiert durch (my +my)(s) = my(s) +my(s).
— Wir schreiben my < mj, falls my(s) < may(s) fiir alle s € S gilt.
— Wir schreiben my < my, falls my < my und my # m, gilt.

Zur Diskussion
Was bedeuten my; +my und my < my anschaulich?
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25 Petrinetze
25.2 Formalisierung von Petrinetzen

25.2.4 S/T-Systeme

Die formale Definition von S/T-Systemen.
Definition
Ein S/T-System besteht aus
— einem Netz N = (S, T,F).
— einer Kantengewichtung W: (Sx T)U (T x S) — N. Dabei soll W(x,y) =0 genau
dann gelten, wenn (X,y) ¢ F.
— einer Anfangsmarkierung mp.

Genauer sind dies S/T-Systeme ohne Kapazititen.

25.2.5 Erreichbarkeitsgraph

Aktivierung und Schalten von Transitionen.

Definition

Sei Z ein S/T-System und sei m eine Markierung und t eine Transition.
— t heiBt aktiviert fiir m, falls fiir alle s € °t gilt

m(s) > W (s,t).
— Ist t aktiviert fiir m, so kann t von m nach m’ schalten mit
m’(s) =m(s) +W (t,s) —W(s,t).

Wir schreiben dann m —¢ m’.

Erreichbarkeitsgraph eines S/T-Systems.
Definition
Sei Z ein S/T-System.

— Der Markierungsgraph ist der unendliche Graph, der alle Markierungen als Knoten
hat und der eine Kanten von einer Markierung m zu einer Markierung m’ mit dem
Label t hat, wenn m —¢ m’ gilt.

— Der Erreichbarkeitsgraph von Z ist die Einschrinkung des Markierungsgraphen auf
die Menge aller Knoten (Markierungen), die von der Startmarkierung mg erreichbar
sind.

Die Menge der Knoten im Erreichbarkeitsgraph bezeichnet man auch mit [mo).

Zur Ubung
Geben Sie den Erreichbarkeitsgraph des Netzes an:
entery enter,

[] []

n w0 - Q\@

exity exity




25 Petrinetze
Zusammenfassung dieses Kapitels

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Petrinetze nutzt man zur Modellierung von Systemen mit mehreren Prozessen und
Ressourcen.

2. Petrinetze bestehen aus Stellen, Transitionen und einer Flussrelation.

3. Ein S/T-System ist ein Petrinetz zusammen mit einer Anfangsmarkierung und Kan-
tengewichten.

4. Der Erreichbarkeitsgraph beschreibt das mogliche Verhalten des Netzes.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 25.1 (Modellierung von Sicherheitseigenschaften, leicht)
Zwei sich kreuzende Einbahnstralen sind mit jeweils einer Ampel ausgestattet sind. Jede Ampel
durchléduft periodisch die Zustinde rot, gelb, griin, gelb. Modellieren Sie die Kreuzung als S/T-
System, wobei folgende Bedingungen zu erfiillen sind:

1. Die beiden Ampeln diirfen niemals gleichzeitig griin sein.

2. Die beiden Ampeln diirfen niemals gleichzeitig ror sein.

Analysieren Sie die Korrektheit ihres S/T-Systems, indem Sie seinen Erreichbarkeitsgraphen kon-
struieren.

Ubung 25.2 (Modellierung von Langtons Ameisen, mittel)

Langtons Ameise lebt auf einem unendlichen Gitter (von dem wir nur einen endlichen Ausschnitt
betrachten). Auf ihrem Riicken befindet sich ein unendlich groBer Rucksack, der unendliche viele
kleine Steine enthilt. Anfinglich ist das Gitter leer und die Ameise sitzt auf einem Feld und schaut
nach Norden. Nun wiederholt sie folgendes: Sie lduft in das angrenzende Feld in der Richtung,
in die sie gerade schaut. Ist dieses Feld leer, so legt sie dort einen Stein aus ihrem Rucksack ab
und dreht sich nach rechts. Ist auf dem Feld bereits ein Stein, so verfrachtet sie den Stein in ihren
Rucksack und dreht sich nach links.

Modellierung Sie Langtons Ameise fiir eine feste Gittergrofle als ein S/T-System.

Ubung 25.3 (Petrinetze und regulére Sprachen, mittel)

Sei Z = (N,W,mq) ein S/T-System bestehend aus einem Netz N = (S, T, F), einer Kantengewichtung
W mit W(x,y) =1 fiir alle (X,y) € F und einer Anfangsmarkierung mg. Das Netz besitzt Stellen
S ={s1,...,5n} und Transitionen T = {t1,...,tm}. Das S/T-System X definiert folgende formale
Sprache:

L(Z) = {ti,...ti, € T"|3my,...,mg Mg —t, My —t, M2 =, - —g, Mg}

Beispiel: Sei ~ = (N,W,mgp) ein S/T-System mit N = (S,T,F), S= {s1,5}, T = {a,b}, F =
{(s1,a),(a,82),(s2,b),(b,51)} und mo(s1) =1, mg(s2) = 0. Dann ist die Sprache L(X) = {a,ab,
aba,abab,... }.

1. Geben Sie ein S/T-System X an, so dass L(Z) keine reguldre Sprache ist. (Wenn Ihnen das zu
leicht erscheint, geben Sie ein S/T-System an, so dass L(Z) nicht kontexifrei ist.)

2. Sei Z=(N,W,mp) ein S/T-System, in dem fiir alle t € T gilt: |*t| = |t*| = 1. Zeigen Sie: L(Z)
ist eine reguldre Sprache.
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Worum Jemand zeigt Thnen einen kurzen Programmtext und behauptet, das Programm »mache
esgii‘:‘e dieses und jenes«. Kann man dies iiberpriifen, vorzugsweise automatisch? Wenn Sie in

Theoretischer Informatik aufgepasst haben, wissen Sie, dass dies nicht automatisch mog-
lich ist (dies ist im Wesentlichen die Aussage des Satzes von Rice). Das heifit aber nicht,
dass man nicht fiir ein kurzes konkretes Programm mit einem geeigneten Formalismus wie
dem Hoare-Kalkiil doch eine Verifikation durchfiihren kann; es ist aber etwas anstrengend
(wenn Sie dies noch nie selbst getan haben, fragen Sie mal jemanden, der zwei Seiten
Programmtext Hoare-verfizieren durfte). Bei Algorithmen fiir verteilte Systeme sieht die
VerifikationsgroBBwetterlage zunéchst noch viel diisterer aus. In der Tat muss man erstmal
dariiber nachdenken, wie iiberhaupt ein Formalismus zur Verifikation verteilter Systeme
aussehen soll — der Hoare-Kalkiil beispielsweise modelliert die Komplexitit einer asyn-
chronen Kommunikation mehrerer Prozessoren nur unzureichend.

Petrinetze bieten einen Ansatz zur Verifikation verteilter Algorithmen. Dabei gibt es viel-
faltige Einschriankungen, insbesondere diirfen die vorkommenden Variablen in der Regel
nur kleine Werte annehmen, jedoch ist es prinzipiell moglich, viele verteilte Algorith-
men als Petrinetze zu modellieren. Wir werden in diesem Kapitel fiir einen einfachen
Algorithmus (Petersons Algorithmus), dessen Korrektheit aber nicht offensichtlich ist, ein
modellierendes Netz bauen.

Sobald die Beispiel auch nur etwas komplexer werden, werden die Netze schnell sehr grof3.
Netze mit Tausenden von Stellen und Transitionen sind da keine Seltenheit, automatisch
generierte Netze kdnnen auch Millionen von Stellen haben. Solche Netze wird man nicht
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26.1 Petersons Algorithmus

mehr »per Hand« untersuchen konnen. Deshalb benétigen wir moglichst gute automatische
Analysemethoden.

Es ist zunéchst nicht klar, ob es automatische Analysemethoden iiberhaupt gibt. Schlief3-
lich konnten Petrinetze Turing-michtig sein und somit prinzipiell nicht automatisch ana-
lysierbar. Dies ist aber nicht der Fall. Petrinetze konnen algorithmisch analysiert werden.
Wie dies geht werden wir uns in diesem und in den nichsten beiden Kapiteln genauer
anschauen.

26.1 Petersons Algorithmus
26.1.1 Problemstellung

Ein Synchronisationsproblem. 26.4
Problemstellung

— Zwei Prozesse enthalten einen groflen kritischen Bereich, der gleichzeitig immer nur
von einem Prozess bearbeitet werden kann.

— Gesucht ist ein Algorithmus fiir ein asynchrones Shared-Memory-Modell, der dies
gewihrleistet.

Ein simpler Algorithmus. 265

— Wir fiihren eine Bit-Variable mutex_available ein.
— Algorithmus der Prozesse:

whille (true) {

do_normal_stuff (; // Line 1
await (mutex_available); // Line 2
mutex_available = false; // Line 3
do_critical_stuff ; // Line 4
mutex_available = true; // Line 5

}

— Offenbar miissen Zeilen 2 und 3 als gemeinsamer atomaren Block ausgefiihrt werden.

26.1.2 Der Algorithmus

Vom einfachen Algorithmus zu Petersons Algorithmus. 266
Nachteile des einfachen Algorithmus

— Es ist unschon, dass wir einen »grofen atomaren Block« brauchen.
— Der Algorithmus ist unfair, weil Prozesse aushungern konnen.

Vorteile von Petersons Algorithmus

— Petersons Algorithmus benétigt keinen groflen atomaren Block, sondern nur atomare
Zuweisungen.
— Petersons Algorithmus ist fair: Jeder Prozess, der will, kommt garantiert dran.
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26.7 Petersons Algorithmus.

— Es gibt drei Variablen: Bits m; und my, beide initial false, und hold € {1,2}, initial
beliebig.
— Der erste Prozess fiihrt folgenden Code aus:

while (true) {

do_normal_stuff (; // Line pl
m 1 = true; // Line p2
hold = 1; // Line p3
await (Im_2 || hold == 2); // Line p4
do_critical (; // Line p5
m 1 = false; // Line p6

}

— Der zweite Prozess fiihrt folgenden Code aus:

while (true) {

do_normal_stuff ; // Line ql1
m 2 = true; // Line g2
hold = 2; // Line g3
await (Im_1 || hold == 1); // Line g4
do_critical (; // Line g5
m 2 = false; // Line g6

26.1.3 Modellierung als Petrinetz

26.8 Vom Algorithmus zum S/T-System.

— Die Analyse des Algorithmus ist nicht ganz einfach.

— Wir wollen deshalb den Algorithmus als Petrinetz modellieren und dann dieses au-
tomatisch analysieren.

— Dazu gehen wir wie folgt vor:

Jeder Prozess wird durch eine Marke reprisentiert.

Die Zeilen, in denen Prozess p sein kann, sind Zusténde (also Stellen im Netz).
Ebenso fiir Prozess q und die Zeilen von ¢.

Der Wert jeder Variable wird ebenfalls durch eine Marke représentiert, die auf
zwei Stellen sein kann.

Transitionen sind die Ubergiinge von einer Zeile zur nichsten.

26.9 Das S/T-System zum Peterson-Algorithmus.

m1:f

P2 () /@
()
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Was kann man iber den Algorithmus durch Netzanalyse herausbekommen?

— Der Erreichbarkeitsgraph ist endlich.
— Durch Analyse des Graphen kann man zum Beispiel zeigen:

1. Es gibt keine Deadlocks.

2. Der Algorithmus ist korrekt: In ps und Qs befindet sich insgesamt immer nur
eine Marke.

3. Der Algorithmus ist fair: Jeder Prozess kann jederzeit von p; nach p, oder von
g1 nach gy wechseln und kommt dann nach einiger Zeit garantiert dran.

26.2 Grundbegriffe
26.2.1 Die Begriffe
Wichtige Begriffe zu S/T-Systemen.

Begriffe fir Transitionen und Markierungen.

aktiviert Eine Transition heiBt in einer Markierung m aktiviert, wenn sie schalten konn-
te.

tot Eine Markierung ist fot oder verklemmt, wenn keine Transition in ihr schalten
kann.
Konflikt Zwei Transitionen stehen in Konflikt in einer Markierung m, wenn sie beide
aktiviert sind, aber durch Wegnehmen der Marken fiir eine von ihnen die
andere nicht mehr schalten kann:

Is ety Ntz m(s) <W(s,t1) +W(s,t2)

Zur Ubung
Geben Sie ein S/T-System an, in dem zwei Transitionen in Konflikt stehen, sie aber direkt
nacheinander schalten konnen.

Wichtige Begriffe zu S/T-Systemen.
Begriffe fir S/T-Systeme.

Sei £ = (N,W,mq) ein S/T-System.

verklemmungsfrei X ist verklemmungsfrei, wenn es keine toten/verklemmten erreichbare
Markierungen gibt.

lebendig X ist lebendig, wenn fiir jede Transition t und jede erreichbare Markierung m
eine Markierung m’ erreichbar ist, die t aktiviert.
(Jede Transition kann immer wieder aktiviert werden.)

beschrénkt X heiBt b-beschrdnkt, wenn es eine Zahl b gibt, so dass keine erreichbare
Markierung mehr als b Marken auf einer Stelle aufweist. Es heiBit beschrdinkt,
wenn es b-beschrénkt ist fiir irgendein b.
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Zur Ubung
Geben Sie S/T-Systeme mit folgenden Eigenschaften an:

1. verklemmungsfrei und nicht lebendig
2. unbeschrinkt und nicht lebendig
3. beschrinkt und nicht verklemmungsfrei

26.2.2 Beziehungen

Einfache Beziehungen zwischen den Eigenschaften.

Lemma
Jedes lebendige S/T-System ist verklemmungsfrei.

Lemma
Jedes beschrinkte S/T-System ist b-beschrinkt fiir eine Zahl b.

Lemma
Ein S/T-System ist genau dann beschrinkt, wenn sein Erreichbarkeitsgraph endlich ist.

26.3 Beschrénktheit
26.3.1 Behauptung: Beschrénktheit ist entscheidbar

Ein einfacher Satz.

Satz
Es ist entscheidbar, ob ein S/T-System b-beschrdnkt ist fiir ein gegebenes b.

Beweis. Ein b-beschrinktes S/T-System mit n Stellen hat nur (b+1)" verschiedene mog-
liche Markierungen. Der Algorithmus arbeitet wie folgt:

1. Erstelle den Erreichbarkeitsgraph.

2. Falls dabei herauskommt, dass alle Markierungen in dem Graphen b-beschrinkt sind,
akzeptiere.

3. Falls eine erreichbare Markierung gefunden wird, die nicht b-beschrinkt ist, verwerfe.

Der Algorithmus hat Laufzeit O((b+1)"). O

Beschrénktheit ist automatisch analysierbar.

Satz
Es ist entscheidbar, ob ein S/T-System beschrdinkt ist.

— Man kann nicht wie bei b-Beschrinktheit verfahren, da man nicht weif3, wann man
aufhoren soll.

— Wir werden deshalb ein wenig Theorie brauchen, um ein Kriterium zu erhalten, wann
wir abbrechen konnen.
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26.3.2 Beweis: Das Monotonielemma

Ein paar nitzliche Notationen.

— Wir hatten schon definiert, dass wir m —¢ m’ schreiben, falls man von m durch
Schalten von t nach m’ kommt.

— Fiir eine Folge 0 =t;...t, von Transitionen schreiben wir m —s m’, falls Markie-
rungen mj existieren mit

/
M —t M1 —t, M2 =t - =t Mm—1 —t, M

Wie iiblich gilt m —, m’ genau dann, wenn m=m’.

— Fiir eine Zahl i schreiben wir m —' m, falls eine Folge o der Linge i existiert mit
m—g m.

— Wir schreiben m —* v, falls m —i m fiir ein i gilt.

Das Monotonielemma.

Lemma
Sei 2 ein S/T-System, K eine Markierung und m —g m'. Dann gilt m+k —s m’ +k.

Beweis. Per Induktion iiber die Linge von o. Ist ¢ leer, so stimmt die Behauptung
trivialerweise. Sei nun ¢ = ¢t und m —5 m” —¢ m’. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt m+k —g5 m” +k. Da aus m” —¢ m’ aber m” +k —; m’ 4+ k folgt, erhalten wir
m+k —¢ m’ +k. O

26.3.3 Beweis: Das Antikettenlemma

Das Antikettenlemma.

Satz
Sei n> 1. Dann hat die partielle Ordnung (N", <) keine unendliche Antikette (Menge von
paarweise unvergleichbaren Elementen).

Zum Beweis siehe Ubungsaufgabe 26.2.

26.3.4 Beweis: Charakterisierungslemma

Eine Charakterisierung von Beschrénktheit.

Lemma
Ein S/T-System X ist genau dann unbeschrdnkt, wenn es eine Markierung kK # 0 und eine
erreichbare Markierung m gibt mir m —* m+k.

Beweis: <

Es gelte m —* m+ k. Nach dem Monotonielemma gilt dann auch m+k —* m+ 2k und
damit m+ 2k —* m+ 3k und so weiter.

Wir erhalten also die folgende Schaltfolge:

mp—*m—-"m+k—-"m+2k ->*m+3k —-*---

Wegen k # 0 ist dies eine unendliche Folge von erreichbaren Markierungen. Der Erreich-
barkeitsgraph ist also unendlich und das S/T-System somit unbeschrinkt.

Beweis: =
Sei  unbeschrinkt. Dann ist der Erreichbarkeitsgraph unendlich und enthélt somit einen
unendliche Weg

Mo — Mg — My — M3 —---,

weshalb die Menge M = {m; | i > 0} unendlich ist.
In der Menge M C N" muss es zwei Elemente mj und m j geben mit m; <mj und m; # m;j.
Dann gilt fir m=m; und k=m j —Mi das Gewiinschte.
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26.3.5 Beweis: Entscheidungsalgorithmus

Der Entscheidungsalgorithmus
Algorithmus fir Beschrénktheit

1. Baue den Erreichbarkeitsgraphen per Breitensuche auf.

2. Ist er endlich, akzeptiere.

3. Findet man erreichbare Markierungen m und m+k fiir ein Markierung k # 0, so
verwerfe.

Nach dem Charakterisierungslemma ist der Algorithmus korrekt und hdlt immer an.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Bestimmte verteilte Algorithmen kann man mit Hilfe man Petrinetzen modellieren.

2. Die Analyse von Petrinetzen bedeutet, Eigenschaften wie Lebendigkeit, Verklem-
mungsfreiheit oder Beschrénktheit zu iiberpriifen.

3. Beschrinktheit ist entscheidbar.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 26.1 (Beweis des vereinfachten Antikettenlemmas, mittel)
Beweisen Sie das Antikettenlemma (der Satz von Projektion 26-19) fiir n = 2.

Tipps: Machen Sie sich dazu zunidchst an Beispielen klar, was die Behauptung genau ist. Dazu
empfiehlt es sich, die Teilmengen von N? in der Ebene zu zeichnen.

Ubung 26.2 (Beweis des Antikettenlemmas, schwer)

Beweisen Sie das Antikettenlemma (den Satz von Projektion 26-19) fiir alle n.

Tipps: Eine Induktion iiber n. Fiir den Induktionsschritt beginnen Sie mit einer unendlichen Teil-
menge von N". Betrachten Sie die Projektion dieser Menge auf die ersten n — 1 Koordinaten. Auf
diese Projektion konnen Sie die Induktionsvoraussetzung anwenden. Es ist konnte auch niitzlich
sein, dass bei jeder Aufteilung einer unendlichen Menge in endlich viele Teilmengen einer der
Teilmengen unendlich sein muss.

Ubung 26.3 (Modellierung eines Algorithmus, mittel)

Betrachten Sie folgenden Algorithmus zum gegenseitigen Ausschluss, der von mehreren Prozessen
parallel ausgefiihrt wird:

while (true) {

do_normal_stuff (; // Line 1
await (mutex_available); // Line 2
mutex_available = false; // Line 3
do_critical_stuff ; // Line 4
mutex_available = true; // Line 5

¥

Auf die boolesche Variable mutex_avai lable haben alle Prozessoren sowohl Lese- als auch
Schreibzugriff. Jeder Prozessor benétigt fiir die Ausfiihrung jeder der fiinf Zeilen eine unbestimmte,
verianderliche Zeit.

Modellieren Sie den Algorithmus als S/T-System. Fiithren Sie dazu fiinf Stellen ein, die die ver-
schiedenen Zeilen représentieren, in denen ein Prozessor sein kann. Jeder Prozessor wird durch eine
Marke représentiert. Modellieren Sie die Variable mutex_avai lable durch zwei Stellen.

Nachdem Sie das System modelliert haben, zeigen Sie, dass der Algorithmus nicht korrekt ist, indem
Sie eine Schaltfolge angeben, die zwei Prozessoren gleichzeitig in den kritischen Bereich fiihrt.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 26.4 (Modellierung eines Algorithmus, mittel)

In einem Producer-Consumer-Szenario kooperieren zwei Prozesse. Der erste Prozess, der Producer,
produziert Daten (beispielsweise Messwerte oder auch einen von der Festplatte gelesenen Sektor).
Der zweite Prozess, der Consumer, verarbeitet diese Daten.

Die beiden Prozesse sollen durch einen Puffer kommunizieren, der nur ein Datum aufnehmen kann.
Der Pseudo-Code der Prozesse sieht wie folgt aus:

// Producer

while (true) {
data = produce_data (); // Line pl
puffer_filled = true; // Line p2
await (puffer_filled == false); // Line p3

3

// Consumer

while (true) {
await (puffer_filled == true); // Line cl
consume_data (data); // Line c2
puffer_filled = false; // Line c3

3

Auf die boolesche Variable puffer_filled, die initial False ist, haben beide Prozessoren
sowohl Lese- als auch Schreibzugriff. Jeder Prozessor benétigt fiir die Ausfiihrung jeder der Zeilen
eine unbestimmte, verdnderliche Zeit.

Modellieren Sie den Code als Petrinetz. Fiihren Sie dazu sechs Stellen ein, die die verschiedenen
Zeilen représentieren, in denen die Prozessoren sein konnen. Jeder Prozessor wird durch eine Marke
reprasentiert. Modellieren Sie die Variable puffer_filled durch zwei Stellen.

Ubung 26.5 (Erreichbarkeitsgraph bestimmen, mittel)
Geben Sie den Erreichbarkeitsgraph des Netzes aus Ubung 26.4 an.

Ubung 26.6 (Modellierung eines komplexeren Algorithmus, schwer)

Wir erweitern nun das Szenario aus der ersten Aufgabe wie folgt: Der Producer produziert Daten, die
von zwei Consumern verarbeitet werden. Mit dem Datum gibt der Producer an, welcher Consumer
dies sein soll.

// Producer
while (true) {

data = produce_data (); // Line pl
puffer_filled = true; // Line p2
dispatch_to = data.target; // Line p3
await (puffer_filled == false); // Line p4

}

// Consumer 1
while (true) {

await (puffer_filled == true); // Line cl
iT (dispatch_to == 1) { // Line c2
consume_data (data); // Line c3
puffer_filled = false; // Line c4
}

}

// Consumer 2
while (true) {

await (puffer_filled == true); // Line dl
iT (dispatch_to == 2) { // Line d2
consume_data (data); // Line d3
puffer_filled = false; // Line d4
}

}

Modellieren Sie den Code wieder als Petrinetz. Zeigen Sie dann, dass der Code fehlerhaft ist, da es
eine Schaltfolge gibt, in der der falsche Consumer ein Datum verarbeitet. Wie muss man den Code
korrigieren?
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Kapitel 27

Stelleninvarianten

Lernziele dieses Kapitels

1.

Stelleninvariante = konstante gewichtete Summe der Marken
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Das Ergebnis vom Ende des letzten Kapitels nach dem die Beschriinktheit von Petrinetzen
entscheidbar ist, ist sicherlich ein sehr schones Ergebnis. Leider ldsst sich aber auch
nicht viel mehr iiber die Beschrinktheit aussagen, als dass sie prinzipiell entscheidbar ist;
effizient war unser Algorithmus hierfiir ndmlich nicht. Um Petrinetze und damit verteilte
Systeme algorithmisch tatsidchlich zu analysieren, brauchen wir effizientere Hilfsmittel.

Wenn ein Problem zu schwierig zu 16sen scheint, dann sollte man es vereinfachen. Genau
dies werden wir in diesem Kapitel bei der Analyse von Petrinetzen machen: Statt der Pe-
trinetze selber werden wir ihre so genannten Systemmatrizen untersuchen. Diese enthalten
viel, aber nicht alle Information iiber das Netz. Wie der Name Systemmatrix suggeriert
konnen wir auf diese Matrizen die Methoden der Linearen Algebra anwenden — und Sie
erinnern sich sicherlich daran, dass die Linearen Algebra mit einem wahrlich reichhaltigen
Fundus an Analysemethoden aufwarten kann.

Das Konzept, das diesem Kapitel den Namen gegeben hat, ist ein Beispiel einer Ei-
genschaft von Petrinetzen, die in der Systemmatrix einer linearalgebraischen Eigenschaft
entspricht: Eine Stelleninvariante ist eine gewichtete Summe von Stellen, so dass die Sum-
me bei allen mdglichen Schaltvorgiingen gleich (sprich: invariant) bleibt. Ubersetzt in die
Sprache der Linearen Algebra ist eine Stelleninvariante gerade ein Element des Kerns
der transponierten Systemmatrix. Wohingegen man nicht leicht sieht, wie man gewichtete
Summen von Stellen finden soll, deren Summe invariant unter allen Schaltvorgéngen ist,
ist es natiirlich einfach, den Kern einer Matrix zu berechnen.
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27.1 Linear-Algebraische Darstellung

Worum es heute geht.

— Wir wollen wieder Eigenschaften von Petrinetzen analysieren.

— Wir werden dazu Methoden aus der Linearen Algebra benutzen.

— Wir werden uns mit notwendigen oder auch mit hinreichenden Bedingungen zufrieden
geben.
Dies sind Aussagen wie »Wenn XYZ gilt, dann ist das Netz lebendig. Wenn XYZ
nicht gilt, dann weil man nicht, was los ist.«

27.1.1 Crashkurs Lineare Algebra

Zur Erinnerung: Definition von Matrizen.

Definition (Matrix)
Eine (nx m)-Matrix A hat n Zeilen und m Spalten, in denen Zahlen stehen. Wir schreiben
A; j fiir die Zahl in Zeile i und Spalte j.

Definition (Transposition)
Die Transponierte AT einer Matrix A erhilt man, indem man Zeilen und Spalten vertauscht.

Definition (Vektor)
Ein Vekror ist eine (1 x m)-Matrix (Zeilenvektor) oder eine (n x 1)-Matrix (Spaltenvektor).

Definition (Vergleich von Vektoren)
Wir schreiben u < v, wenn U in jeder Komponente kleiner oder gleich v ist. Wir schreiben
u<vfiru<vund uzv.

Zur Erinnerung: Matrixmultiplikation, Kern, Spann.

Definition (Matrixmultiplikation)
Sei A eine (n x m)-Matrix und B eine (m x I)-Matrix. Dann ist ihr Produkt AB eine
(n x 1)-Matrix mit (AB); j = kazl Ai Bk, j-

Definition (Nullraum, Kern)
Der Nullraum oder Kern einer Matrix A ist die Menge der Vektoren X mit Ax = 0.

Definition (Spann)
Der Spann einer (n x m)-Matrix A ist die Menge {Ax | X ist ein Vektor passender Grofe}.

Zur Erinnerung: Orthogonalraum.

Definition (Skalarprodukt)
Fiir zwei n-Spaltenvektor u und v ist (u,v) = u'v ihr Skalarprodukt.
Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt O ist.

Definition (Orthogonalraum)
Der Orthogonalraum V- einer Menge V von Vektoren ist die Menge aller Vektoren, die
orthogonal zu allen Vektoren in V sind.

Satz
Fiir jede Matrix A gilt:
(kernA)t = span(AT).
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27 Stelleninvarianten
27.1 Linear-Algebraische Darstellung

Zur Erinnerung: Linear-algebraische Berechnungsprobleme.

Definition (Gleichungsprobleme)
Sei A eine Matrix und b ein Vektor. Sei M die Menge aller Losungen der Gleichung
AX =D, bei der alle Komponenten rational sind. Es ergeben sich folgende Probleme:

1. Ist M nicht leer?
2. Enthilt M eine ganzzahlige Losung?
3. Enthilt M eine Losung mit natiirlichen Zahlen?

Definition (Ungleichungsprobleme)
Sei A eine Matrix und b ein Vektor. Wir betrachten nun die Menge M aller Lésungen der
Gleichung Ax < h. Wieder ergeben sich dhnliche Probleme:

1. Ist M nicht leer?
2. Enthidlt M eine ganzzahlige Losung?
3. Enthilt M eine Losung mit natiirlichen Zahlen?

Was man iiber die linear-algebraische Berechnungsprobleme weif3.

— Man kann mit dem Gauf3-Verfahren in polynomieller Zeit entscheiden, ob Ax = b
eine rationale Losung hat.

— Man kann mit der Ellipsoid-Methode in polynomieller Zeit entscheiden, ob Ax < b
eine rationale Losung hat.

— Alle anderen genannten Problem sind NP-vollstindig.

27.1.2 Vom Netz zur Matrix

Vom Netz zur Matrix.
Die Idee.

— Das Schalten einer Transition in einem Netz bedeutet, dass

1. eine feste Anzahl Marken von bestimmten Stellen genommen wird,
2. eine feste Anzahl Marken zu bestimmten Stellen hinzugefiigt wird.

— Fassen wir nun Markierungen m als Vektoren auf, so bedeutet das Schalten m — m’
nichts anderes, als m’ = m+-token-change(t).
Hierbei ist token-change(t) ein Vektor, der fiir jede Stelle angibt, wie viele Marken
durch das Schalten insgesamt zu der Stelle hinzukommen oder entfernt werden.

— Fiir ein System Z fassen wir sdmtliche Schaltvektoren in einer Systemmatrix Ns
zusammen. Dies ist eine (|S| x |T|)-Matrix mit

(N5)st =W (t,s) —W(s,t).

Beispiel einer Systemmatrix.
Geld

t1 t

Kino Essen
11 [0)
Geld -1 -1
Kino 1 0

Essen O 1
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27.2 Die Markierungsgleichung

Zur Ubung
Geben Sie zwei unterschiedliche Systeme mit der gleichen Systemmatrix an.

27.1.3 Parikh-Vektoren

Schalten mehrerer Transitionen.

— Das Schalten einer Transition bedeutet, eine Spalte der Systemmatrix auf die Mar-
kierung zu addieren.

— Das zweifache Schalten einer Transition bedeutet, eine Spalte der Systemmatrix dop-
pelt auf die Markierung zu addieren.

— Das Schalten mehrerer Transitionen bedeutet, jede Spalte der Systemmatrix so oft
auf die Markierung zu addieren, wie sie vorkommt.

Definition (Parikh-Vektor)
Sei o ein Schaltwort (Folge von Transitionen). Dann ist der Parikh-Vektor der Spalten-
vektor G mit

Gt = Anzahl der Vorkommen von t in ©.

27.2 Die Markierungsgleichung
27.2.1 Die Gleichung

Eine einfache Beobachtung

Lemma
Sei 2 ein System und Ns seine Systemmatrix. Sei m —s m'. Dann gilt

m =m-+NsG.

Beweis. Eine ganz einfache Induktion. O

Die Markierungsgleichung.

Definition
Sei £ = (N,K,mg) ein System. Die Markierungsgleichung ist folgende Gleichung:

m = mg + NzX.

Hierbei sind m und X Variablen.
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27.3 Die Markierungsgleichung

27.2.2 Anwendungen in der Analyse

Notwendiges Kriterium fir Erreichbarkeit.

Satz
Sei % ein System und m eine Markierung. Falls m erreichbar ist, so hat folgende Gleichung
eine Losung X:

m = mg + NsX

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition. O

Hinreichendes Kriterium fiir Beschrdanktheit.

Satz
Sei X ein System. Wenn folgendes Optimierungsproblem eine Losung b hat, so ist das
System b-beschrdnki:

max ) ~m(s)

ses
such that m =mg+ Ngx
x>0

Beweis. Ist b eine Losung, so gilt b > % . sm(s) fiir alle erreichbaren Markierungen m
(denn jede solche ist von der Form mg + Nxx fiir ein geeignetes x > 0). Also gilt fiir jede
erreichbare Markierungen m und jede Stelle s auch b > m(s). O

Hinreichendes Kriterium fiir Verklemmungsfreiheit.

Satz
Sei ¥ ein 1-beschrinktes System. Wenn folgendes System keine Losung X hat, so ist das
System verklemmungsfrei.

m = mg + NxX

> m(s) < [*t] fiirteT.

seet

Beweis. Durch Kontraposition. Sei m eine tote erreichbare Markierung. Dann gilt m =
Mo + NxX fiir ein X. Da m tot ist, kann es nicht schalten. Da das System 1-beschrinkt ist,
bedeutet dies gerade ) ¢ M(S) < |°t]. O

Zur Ubung
Losen Sie eine der folgenden Aufgaben:

1. Geben Sie ein System an und eine unerreichbare Markierung m, so dass m = mg + NgX
eine Losung hat.

2. Geben Sie ein beschridnktes System an, fiir das das Optimierungsproblem keine Lo-
sung besitzt.

3. Geben Sie ein verklemmungsfreies 1-beschrinktes System an, so dass das Gleichungs-
system eine Losung hat.
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27.3 Stelleninvarianten
27.3.1 Das Konzept

Die Idee hinter Stelleninvarianten.

Wihrend ein System schaltet, dndern sich die Markierungen.

Bestimmte Eigenschaften bleiben aber oft gleich oder invariant.

So ist oft die Summe der Marken konstant.

Solche Invarianten haben wichtige Folgen: Ist die Summe der Marken beispielsweise
konstant, so ist das System offenbar beschrinkt.

Die Definition von Stelleninvarianten.

Definition

Eine Stelleninvariante eines Systems 2 ist ein Spaltenvektor | mit der Eigenschaft
NS I = 0.

Beachte: Ng | = 0 gilt genau dann, wenn 1TN5 = 0.

Die zentrale Eigenschaft von Stelleninvariante lautet:

Satz
Sei | eine Stelleninvariante eines Systems X. Falls m —s m', so gilt (I,m"y = (I,m).

Beweis. (I,m') =1Tm’ =1Tm+1"Ns G = ITm = (I, m). O
N~
=0

Berechnung von Stelleninvarianten.

Die Menge der (rationalen) Stelleninvarianten ist gerade der Kern von Ng .

Folglich ist die Menge der (rationalen) Stelleninvarianten ein Vektorraum iiber dem
Korper der rationalen Zahlen.

Eine Basis dieses Vektorraumes kann durch das Gauf3verfahren berechnet werden.
Es ist aber (leider!) NP-vollstiindig, die ganzzahligen Elemente dieses Vektorraumes
zu bestimmen (auBer dem Nullvektor).

Beispiel zur Berechnung von Stelleninvarianten.

DN
el

Die Systemmatrix

1 -1 0
0 -1 1
-1 1 0
0o 1 -1

Basis des Kerns von Ny
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27.3 Stelleninvarianten

Zur Ubung

Geben Sie eine S-Invariante des Mutex-Netzes an:
entery entery

[] []

n w0 - Q\@

exity exity

27.3.2 Anwendungen in der Analyse

Hinreichende Bedingung fiir Beschrénktheit.

Satz
Sei X ein System und | eine S-Invariante mit 1(S) > 0 fiir alle s. Dann ist ¥ beschrdnkt.

Beweis. Sei m eine erreichbare Markierung. Dann gilt {I,m) = (I, mp). Also gilt fiir jede
Stelle s:

1(5)-m(s) < (1,m) = (1,mo).
Dies liefert m(s) < (I,mg)/1(s) und der letzte Ausdruck ist eine Konstante. O

Notwendige Bedingung fiir Lebendigkeit.

Satz
Sei X ein lebendiges System und | eine S-Invariante mit | > 0 und | # 0. Weiter sei jede
Stelle im Vor- oder Nachbereich wenigstens einer Transition. Dann gilt (I,mg) > 0.

Beweis. Sei s eine Stelle mit |(s) > 0. Da das System lebendig ist, gibt es eine Markierung
m mit Mg —* m und m(s) > 0. Also gilt
(I,mg) = (I,m) > 1(s)m(s) > 0.

Notwendige Bedingung fir Erreichbarkeit.

Definition

Seien m und m’ Markierungen. Wir schreiben m ~ m'’, falls (I,m) = (I,m’) fiir alle Stel-
leninvarianten | gilt.

Satz
Sei 2 ein System und m sei erreichbar. Dann gilt mg ~ m.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition. O

Satz
Es gilt m ~m’ genau dann, wenn m’ = m+ NsX losbar ist.

Beweis. m~m'’ ist dquivalent dazu, dass m’ —m orthogonal zur Menge der S-Invarianten
von ¥ ist. Wegen (kernN{ )+ = span(Ns) folgt, dass m’ —m im Spann von N liegt, also
m’ —m = Nsx fiir ein geeignetes X gilt. O
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Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Man kann Petrinetze (nicht eindeutig) mittels Matrizen beschreiben.

2. Die linear-algebraischen Eigenschaften dieser Matrizen liefern notwendige oder hin-
reichende Bedingungen fiir Beschrinktheit, Erreichbarkeit oder Lebendigkeit.

3. Eine S-Invariante ist eine gewichtete Summe der Marken, die immer gleich bleibt.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 27.1 (Invarianten berechnen, mittel)
Berechnen Sie eine Basis der Stelleninvarianten des Netzes aus Ubung 26.4. Interpretieren Sie Ihr
Ergebnis.

27-28
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Anders als bei sequenziellen Algorithmen sind Endlosschleifen bei verteilten Systemen
nichts Anriichiges, in der Tat ist man oft froh, wenn das System wieder zu einem Aus-
gangszustand zuriickkehrt.

Transitionsinvarianten, das erste zentrale Thema dieses Kapitels, sind Schaltfolgen, die
Endlosschleifen signalisieren: Schaltet man ein Netz gemif einer Transitionsinvariante,
so sieht das Netz hinterher genauso aus wie vorher. Offenbar sind Transitionsinvarianten
eng verbunden mit Eigenschaften wie Lebendigkeit und Beschrinktheit: Ist ein System
lebendig und beschrinkt, so muss es eine Endlosschleife enthalten und somit eine (nicht-
triviale) Transitionsinvariante. Hat umgekehrt ein Netz keine solche Transitionsinvariante,
»s0 muss etwas faul sein« mit dem Netz. Genau wie Stelleninvarianten lassen sich auch
Transitionsinvarianten leicht berechnen. Hat man die Stellen- und Transitionsinvarianten
eines Netzes bestimmt, so kann man — mit etwas Gliick — schon weitreichende Aussagen
iber die Eigenschaften des Netzes machen.

Leider hat man nicht immer Gliick im Leben, weshalb die Stellen- und Transitionsinvari-
anten nicht immer ausreichen, um bestimmte Netzeigenschaften zu beweisen. In solchen
Fillen konnen Deadlocks und Traps weiterhelfen. Ahnlich wie bei der Systemmatrix spie-
geln auch diese bestimmte Eigenschaften eines Petrinetzes wider, ohne es komplett zu
beschreiben. Ein Trap ist eine Teilmenge der Stellen »aus der es kein Entrinnen gibt«:
Sobald sich wenigsten eine Marke in einen Trap verirrt hat, bleibt ein Trap nie leer. Um-
gekehrt verhilt es sich bei Deadlocks (ein nicht ganz gliicklicher Name), welche auch
Teilmengen der Stellen sind: Ist ein Deadlock einmal leer, so wird sich nie wieder eine
Marke in ihn aufmachen, er bleibt tot.
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28.1 Transitionsinvarianten
28.1.1 Konzept

Die Idee hinter Transitionsinvarianten.

Es gibt Schaltfolgen, nach denen »sieht das Netz wieder genauso aus«.

Es gilt also fiir eine solche Schaltfolge m —s m und somit m = m+ Ns3, beziehungs-
weise Ns& = 0.

— Allgemein bezeichnen wir ein X mit Nysx = 0 als Transitionsinvariante.

Man beachte, dass die Transitionsinvariante nicht eine Schaltfolge ist, sonder ein
Vektor, der angibt, wie oft jede Transition schalten muss, damit man wieder am
Anfang ist.

Die Definition von Transitionsinvarianten.
Definition

Eine Transitionsinvariante eines S/T-Systems 2 ist ein Spaltenvektor | mit der Eigenschaft

Nzl =0.

Die zentrale Eigenschaft von Transitionsinvarianten lautet:

Satz
Sei © eine Schaltfolge, die von m aktiviert wird. Dann ist & genau dann eine T-Invariante,
wenn M — M gilt.

Beweis. Da m aktiviert ist von o, gilt m —s m’ fiir ein m’. Aus der Markierungsgleichung
m’ =m+ Nz G folgt M’ —m = NsG. Also ist m = m genau dann, wenn Nx& = 0. O

28.1.2 Anwendungen

Finden von Transitionsinvarianten
entery enter,

[] []

JONE Q\s@/c@ :

exity exity

Zur Ubung
Geben Sie drei Transitionsinvarianten des S/T-Systems an.
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28.2 Deadlocks und Traps

Notwendige Bedingung fiir Lebendigkeit und Beschranktheit.

Satz

Sei X ein lebendiges, beschrinktes S/T-System. Dann hat es eine T-Invariante | mit 1(t) >0
fiiralleteT.

Beweis. Das S/T-System ist lebendig. Also gibt es eine unendliche Folge von Schaltfolgen
O, so dass

1. in jeder Schaltfolge oj alle Transitionen aus T vorkommen und

2. Mg —g, M1 —¢, M2 —¢; ...
Da das S/T-System beschrinkt ist, gilt mj = m; fiir geeignete i und j mit i < j.
Betrachte die Schaltfolge 0 = 0j0iy1...0j_1. Ihr Parikh-Vektor ist eine T-Invariante und
er ist in allen Komponenten positiv. O

Zur Ubung
Die Bedingungen waren nur notwendig/hinreichen. Zeigen Sie dies, indem Sie S/T-System
ohne komplett positive T-Invariante angeben, das

1. lebendig und nicht beschrinkt ist,
2. beschrinkt und nicht lebendig ist.

28.2 Deadlocks und Traps
28.2.1 Konzept

Idee hinter Deadlocks und Traps.

— Bei Stelleninvarianten bleibt eine (gewichtete) Stellensumme konstant. Dies kann man
in der Analyse nutzen:
— Finde eine komplett positive Stelleninvariante.
— Folgere, dass das S/T-System beschrénkt ist.
— Falls nun aber keine komplett positive Invariante existiert, so kann trotzdem vielleicht
folgendes gelten:
— Die Summe iiber alle Marken wird stets kleiner oder bleibt gleich.
— Folgere, dass das S/T-System beschrinkt ist.
— Ein Deadlock ist eine Stellemenge, bei denen die Marken »eher weniger werden,
ein Trap ist eine Stellenmenge, bei denen die Marken »eher mehr werden.

Definition von Deadlocks und Traps.
Definition
Sei 2 ein S/T-System. Eine Menge A von Stellen heif3t

1. Deadlock, wenn *A C A®,
2. Trap, wenn *A D A°®,

Beobachtungen:

— Fiir Deadlocks gilt: Tut eine Transition t in A etwas hinein (t € *A), so nimmt t auch
etwas heraus (t € A®).

— Fiir Traps gilt: Nimmt eine Transition t aus A etwas heraus (t € A®), so tut t auch
etwas hinein (t € *A).
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28.2 Deadlocks und Traps

Fundamentalen Eigenschaften.

Saiz
Sei 2 ein S/T-System und A C S.

1. Ist A ein Trap und in Mg liegt wenigsten eine Marke auf einer Stelle in A, so liegt
auch in allen erreichbaren Markierungen wenigstens auf einer Stelle in A eine Marke.

2. Ist A ein Deadlock und in mg liegen keine Marke auf Stellen in A, so liegen auch in
allen erreichbaren Markierungen keine Marken auf Stellen in A.

Die Beweise sind ganz einfache Induktionen.
Notationen

— Fiir eine Trap A = {S1,...,5n} aus Punkt 1 schreiben wir auch s; + -+, > 1.
— Fiir einen Deadlock A = {s1,...,Sn} aus Punkt 2 schreiben wir auch s; +---+5, =0.

28.2.2 Anwendungen

Finden von Deadlocks und Traps
enter; enter,

[] []

el Q\@/@ »

exity exity

Zur Ubung
Welche Deadlocks und Traps hat das S/T-System?

Beispielanwendung von Traps.

@&f

@i%

— Wir behaupten, auf ¢ und d kann insgesamt immer hochstens eine Marke sein.
— Dabei niitzt die Invariante 2a+b+c+d-+e+ f +g = 2 nichts.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Wie man zeigt, dass sich ¢ und d ausschlief3en.
— Es gibt folgende zwei Invarianten und folgenden Trap:

at+ct+et+g=1
a+b+d+f=1
atb+e+f+g>1

— Wire nun ¢ > 1 und d > 1, so impliziert die erste Gleichung a+e+¢g =0 und die
zweite a+b+ f =0.

— Summiert man diese neuen Gleichung, so erhdlt man a+b+e+ f+g =0, ein
Widerspruch.

Ein Satz, der den Namen »Deadlock« rechtfertigt.

Satz

Sei X ein S/T-System mit mindestens einer Transition und mit Kantengewichten 1. Falls m
verklemmt (tot) ist, so bildet die Menge R = {s € S| m(s) = 0} einen Deadlock von Z mit
R # 0.

Beweis. Wir zeigen R®* =T, woraus sofort folgt, dass R ein Deadlock ist. Sei t € T. Dann
gilt t € R®, denn wenigstens eine Stelle im Vorbereich von t hat keine Marke. Wire R
leer, so wire R* =0 £ T. O

Hinreichende Bedingung fir Verklemmungsfreiheit.

Satz (Deadlock-Trap-Eigenschaft)

Sei ¥ ein S/T-System mit mindestens einer Transition und mit Kantengewichten 1. Wenn
jeder nicht-leere Deadlock einen Trap enthdlt, fiir den in Mo mindestens eine Stelle eine
Marke hat, so ist das S/T-System verklemmungsfrei.

Beweis. Nehmen wir an, das S/T-System sei nicht verklemmungsfrei und m sei die er-
reichbare tote Markierung. Fiir m muss die Menge aller Stellen S mit m(s) = 0 einen
Deadlock bilden. Dies kann aber nicht sein, da jeder Deadlock einen Trap enthilt und
somit auch eine Marke. O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Transitionsinvarianten sind die Parikh-Vektor von Schaltfolgen, die Markierungen
nicht dndern.

2. Ein Deadlock ist eine Menge von Stellen, die, wenn sie erstmal leer ist, leer bleibt.

3. Ein Trap ist eine Menge von Stellen, die, wenn sie einmal eine Marke enthilt, nie
leer wird.
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Kapitel 29

Syntaktische und semantische

Erweiterungen von Petrinetzen
Marken mit Graffiti

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Verfahren zur Entfernung von Kapazititen kennen 29.1 SY"kafiSCh? Erweiterungen
2. Syntaktische Erweiterungen von Petrinetzen 29.1.1 Kantengewichte . .. ..........
kennen 29.1.2 Kapazititen von Stellen . . . ... ...
3. Semantische Erweiterungen von Petrinetzen 29.1.3  Netze mit gefirbten Marken . . . . ..
kennen 29.1.4 Netze mit strukturierten Marken
29.2 Semantische Erweiterungen

29.2.3 Prozessnetze

Gute Formalismen lassen sich nicht nur in dem Bereich einsetzen, fiir den sie urspriinglich
gedacht waren. Turingmaschinen haben recht klein angefangen in Alan Turings Aufsatz
On Computable Numbers with an Application to the Entscheidungsproblem, heute werden
in der Theorie Turingmaschinen untersucht, die auf mehrdimensionalen Gittern mit vielen
Kopfen arbeiten, dabei Zugriff auf 6ffentliche und auf private Zufallsbits haben und iiber
Orakelbinder noch mit anderen Turingmaschinen kommunizieren. Ahnlich ist um die
schonen einfachen endlichen Automaten ein komplexes Theoriegebdude errichtet worden,
mit Potenzreihendarstellung und syntaktischen Monoiden inklusive.

Petrinetze sind ein guter Formalismus, weshalb man sich mit der »Basisvariante« nicht
recht zu Frieden gegeben hat. Einige Erweiterungen kann man leicht in Petrinetze einbauen
ohne die Analysewerkzeuge, die in den letzten Kapiteln erarbeitet wurden, zu verlieren.
Weitergehende Anderungen fiihren aber zu Netzen, die schnell »zu michtig« werden als
dass man sie noch analysieren konnte. So sind die so genannten High-Level-Netze Turing-
michtig, weshalb es mit der Analysierbarkeit hier vorbei ist.

Neben syntaktischen Erweiterungen kann man auch semantische Varianten betrachten,
was sich bei verteilten Systemen besonders anbietet — schlieBlich sind bei ihnen gerade
die verschiedenen moglichen Verhaltensweisen besonders interessant. Die am Ende dieses
Kapitels kurz skizzierten Prozessnetze sind ein besonders drolliges Beispiel einer solchen
alternativen Semantik, denn bei ihnen ist die Semantik des Netzes ein Netz.

29.2.1 Erreichbarkeitsgraph . . . .. ... ...
29.2.2 Nebenldufigkeitsgraph . . . . . ... ..
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29  Syntaktische und semantische Erweiterungen von Petrinetzen
29.1 Syntaktische Erweiterungen

29.1 Syntaktische Erweiterungen
29.1.1 Kantengewichte

Syntaktische Erweiterung: Kantengewichte

— Ein Netz ist ein Tupel (S,T,F) bestehend aus Stellen, Transitionen und einem Fluss.

— Die Kantengewichte eines Netzes sind gewissenmalien schon eine syntaktische Erwei-
terung von Petrinetzen.

— Kantengewichte konnen die Analyse storen. So gilt der Deadlock-Trap-Satz nur in
Systemen ohne Kantengewichte.

Erste Frage
Brauchen wir Kantengewichte wirklich? Anders gefragt: Konnen wir jedes Netz mit Kan-
tengewichte durch ein dquivalentes ohne ersetzen?

Wie man Kantengewichte los wird.

Konstruktion zur Vermeidung von Kantengewichten
Wir ersetzen eine mit beispielsweise 3 gewichte Kante von S nach t wie folgt:
S S

O

|G

t t

Zentrale Eigenschaften der Konstruktion.

1. Die Markierungsgraphen der Systeme sind offenbar nicht isomorph.
2. Es lassen sich aber sinnvolle Simulationen in beide Richtungen durchfiihren.

Satz

Sei X ein S/T-System mit Kantengewichten und ¥’ das S/T-System ohne Kantengewichte,
das mittels der Konstruktion entsteht. Fiir eine Schaltfolge ¢’ in ¥’ sei strip(c’) die
Einschrinkung auf die Transitionen in Z.

— Ist O eine aktivierte Schaltfolge in Z, so existiert eine in X' aktivierte Schaltfolge ¢’
mit strip(o’) = o.

— Ist ¢’ eine aktivierte Schaltfolge in ¥/, so ist strip(c’) eine aktivierte Schaltfolge in
>
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29.1 Syntaktische Erweiterungen
29.1.2 Kapazitéten von Stellen
Syntaktische Erweiterung: Kapazitéten von Stellen

— Als zweite syntaktische Erweiterung fithren wir nun Kapazitdten fiir Stellen ein.

— Dies wird durch eine Funktion k: S — NU{co} modelliert.

— Eine Transition darf nur schalten, wenn dadurch nicht auf einer Stelle s mehr als k(s)
Marken liegen.

Zweite Frage
Brauchen wir Kapazititen von Stellen wirklich?

Das Mutex-Netz mit Kapazitéten.
enter; enter

@/MD)

exity exity

Wie man Kapazitéten los wird.

Konstruktion zur Vermeidung von Kapazitéten
Wir ersetzen eine mit beispielsweise 3 beschrinkte Stelle s wie folgt:

[] /E]
sgB@ ANNN> S s’

LY

Zentrale Eigenschaften der Konstruktion.

Satz

Sei X ein S/T-System mit Kapazititen und Z' das S/T-System ohne Kapazitiiten, das mittels
der Konstruktion entsteht. Dann gilt fiir jede Schaltfolge ©, dass sie in ¥ genau dann
aktiviert ist, wenn sie es in %' ist.

29.1.3 Netze mit geférbten Marken
Syntaktische Erweiterung: Geférbte Marken.

— Marken haben in einem Petrinetz keine Identitit. Alle Marken sind gleich.

— Wir fiihren jetzt endlich viele Farben fiir Marken ein. Eine rote Marke lisst sich nun
von einer griinen Marke unterscheiden.

— Transitionen kdnnen nun (miissen aber nicht) Bedingungen an die Farbe von Token
stellen.

Dritte Frage
Brauchen wir gefirbte Stellen wirklich?
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29  Syntaktische und semantische Erweiterungen von Petrinetzen
29.1 Syntaktische Erweiterungen

Das Schedule-Netz.

f,
o)
W2 az

e

W1 ap
f
Das Schedule-Netz mit geférbten Marken.

] O El\
a<l1
O
a1 <1

0—O

Simulation von geférbten Marken.

Konstruktion

Gegeben sei ein Netz mit gefirbten Marken. Seien k Farben moglich. Dann konnen wir
jede Stelle durch k Stellen ersetzen, die die Marken einer Farbe speichern.

Dann passen wir die Transitionen so an, dass nun die korrekten Anzahlen von Marken
der jeweiligen »Farbe« weggenommen und hinzugefiigt werden.

Beobachtung (ohne Beweis)
Gefarbte Marken sind niitzlich, aber nicht nétig.

29.1.4 Netze mit strukturierten Marken (High-Level Netze)
Syntaktische Erweiterung: Strukturierte Marken.

— Wir erlauben nun, dass Marken komplexe Gebilde werden.

— Beispielsweise kann man eine universell-algebraische Signatur und eine Algebra fest-
legen.

— Marken sind nun Elemente der Algebra.

— Kanten werden mit Termen iiber der Signatur markiert.

— Eine Kante kann schalten, wenn sich die Terme so belegen lassen, dass sie ausgewertet
Marken ergeben.

Vierte Frage
Brauchen wir strukturierte Marken wirklich?

Ein Zahlen-Summier-Netz.
X+y

XD
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29.2 Semantische Erweiterungen

Strukturierte Marken machen Netze méchtiger.

— Es ist recht leicht einzusehen, dass Systeme mit strukturierten Marken Turing-mdichtig
sind.

— Fiir Low-Level-Netze ist aber Erreichbarkeit entscheidbar.

— Folglich kann man nicht jedes High-Level-Netz in ein Low-Level-Netz umwandeln.

— Uberhaupt kann man nach dem Satz von Rice keine einzige nichttriviale Eigenschaft
von High-Level-Netzen entscheiden.

— Das ist traurig.

29.2 Semantische Erweiterungen
29.2.1 Erreichbarkeitsgraph

Erste Semantik fir Petrinetze: Der Erreichbarkeitsgraph-Semantik.
Wir hatten bereits folgende Semantik eingefiihrt:

Erreichbarkeitsgraph-Semantik
Sei Z ein Petrinetz.

— Die Erreichbarkeitsgraph-Semantik ist ein Graph.
— Die Knoten sind alle Markierungen m mit mg —* m.
- Die Kanten sind alle Paare (m,m’) mit m —; m’ fiir eine Transitiont € T.

29.2.2 Nebenlaufigkeitsgraph

Kritik an der Erreichbarkeitsgraph-Semantik.

— Petrinetze dienen unter anderem dazu, verteilte Algorithmen zu analysieren.

— Es ist daher schade, dass sich Nebenldufigkeit nicht in der Semantik widerspiegelt.

— Beim Nebenliufigkeitsgraph nimmt man deshalb auch paralleles Schalten in die Se-
mantik auf.

Definition
Ein Schaltwort 6 € T* heit parallel schaltbar in m, wenn fiir jede Stelle s gilt 1 Gt -
W(s,t) <m(s).

Zweite Semantik fir Petrinetze: Die Nebenl&ufigkeitsgraph-Semantik.

Nebenl&ufigkeitsgraph-Semantik
Sei Z ein S/T-System.

— Die Nebenldiufigkeitsgraph-Semantik ist ein Graph.

— Die Knoten sind alle Markierungen m mit mg —* m.

- Die Kanten sind alle Paare (m,m’) mit m —s m’ fiir ein in m parallel schaltbares
ceT™
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29  Syntaktische und semantische Erweiterungen von Petrinetzen
29.2 Semantische Erweiterungen

29.2.3 Prozessnetze

Kritik an der Nebenlaufigkeitsgraph-Semantik.

— Paralleles Schalten ist nicht gleich paralleles Schalten.

— Wenn zwei Transitionen in »weit entfernten Teilen« eines Netzes gleichzeitig schalten
(konnten), ist dies weniger spannend als wenn zwei potentiell in Konflikt stehende
dies tun.

— Bei der Prozessnetz- oder auch Halbordnungssemantik versucht man, die Kausalitdit
von Schaltvorgéngen abzubilden.

Begriffe zur Definition von Prozessnetzen.

Ereignis Das Schalten einer Transition in einem Netz heif3t ab sofort ein Ereignis.

Bedingung Fiir eine Markierung m bilden wir eine (Multi-)Menge, die fiir jede Marke die
Stelle auf der sie liegt enthélt. Diese Menge bezeichnen wir als die Bedingung

b(m).

Beispiel
enter; enter;

7 7
p1 @/le s . P2

Die Bedingung in diesem Netz ist {p1,S, p2}.

Dritte Semantik fiir Petrinetze: Die Prozessnetz-Semantik.

Prozessnetz-Semantik
Sei 2 ein Petrinetz und Mg —, My —, My —, -+ —, My eine Schaltfolge.

— Die Prozessnetz-Semantik ist ein Petrinetz P.

— Das Netz ist iterativ definiert.

— Zu jedem Zeitpunkt der Definition ist eine Menge von Stellen ausgezeichnet, die
gerade eine Bedingung b(m;) bilden. Initial finden sich im Netz gerade die Stellen
der Bedingung b(mp).

— Wir fiigen ein Ereignis tj hinzu, indem wir als Vorbereich die Stellen der Bedingung
b(mi_1) nehmen, von denen etwas weggenommen wird, und als Nachbereich neue
Stelle.

— Stellen der alten Bedingung, die nicht vom Ereignis verbraucht wurden, und die neuen
Stellen bilden gerade die Bedingung b(m;).

Beispiel eines Prozessnetzes.
System
enter; enters P2

. PO
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Prozessnetz zu My —enter; M1 —exit, M2 —work M3 —enter, Ma

P1  entery 1 exity P1
B
s

A
2 work

O8O a0

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Es gibt mehrere syntaktische Erweiterungen von Petrinetzen.

2. Nur High-Level-Netze sind wirklich mdchtiger.

3. Es gibt verschiedene Semantiken von Petrinetzen, die Nebenldiufigkeit besser model-
lieren.
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